الهندسة التفاضلية 
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توجيه إلى الزميل المحاضر 


الكتاب مرجع آساسي وموضوعاته تدرس ك الجامعات العربية وتصلح لأكثر 
من مقرر دراسي. حيث أنه مرن ويقبل الحذف والإضافة مع ملاحظة ما يلي: 
الباب الأول: مقدمة هامة لمحتويات الكتاب. 
الباب الثاني: اختياري ويمكن حذفه بالاعتماد على خلفية الطالب السابقة. 
الباب الثالث والرابع والسادس: مادة أساسية 4 المقرر. 
اتات الا اكفاك لح :لكات ای وك التعاظر او یک درست 
(0١)ء‏ (5.0 (5-60), (0-0)ء (۷-۵)ء (۸-۵)» )1١-0( »)٩-0(‏ ويترك الباقي كتمارين 
0 اال 
الباب السابع والثامن والتاسع والعاشر: أساسي ب المقرر» ويمكن للمحاضر حذف 
(YA) «((IA)‏ )0(« )1°.£(. 
“الات اى هن والثاني فهر تة ناكار وون رمعا سر 
أن يشرح تعريف )۲١١١( »)۱.١١(‏ ويترك الباقي كتمارين محلولة ويمكن حذف الأجزاء 
#2.)4-1١( .25-1١(‏ الباب الثاني عشر يشرح المحاضر الجزء )۱-٠١(‏ ويمكن حذف 
الأأجزا 00:13 41*15 ا لوقت الماع 
الباب الثالث عشر والرابع عشر: أساسني ب المقرر ويمكن حذف الأجزاء (؟١2)5-1‏ 
(ON) (TIE) (TAY)‏ 
الباب الخامس عشر: اختياري ويمكن حذفه بدون تأثير على تتبع محتويات الكتاب 
(بداية مقرر آخر). 
الاب السادبئ عضو اتزيل) احضاري وسكق جلافه أواإعطاء كر روا ج جدود 
ما يلزم للمقرر التدريسي. 

قن دوقي اک کک کک فاشك ناو مادامو الكتراب الكعتارية اناد 
الانناسية قبها للوقكالسهوع به ولكلفية الطاب سع ملااحظلة أن الجدف را لشاف يهم 
بطريقة متوافقة (منسجمة) بحيث لا تخل بتتابع محتويات المقرر الدراسي. ا 


المؤلف 


HÊ 
وبه نستعتن‎ 


ج علم الرياضيات» كما 4 أي علم» يبرز للعيان اتجاهين ... أحدهما 
الميل إلى الأفكار المجردة التي ثبلور العلاقات المتأصلة 2 المادة المحيرة قيد 
الدراسة» ومن ثم هذا الاتجاه يريط هذه المادة 2 مجموعة متماسكة من 
الأفكار والمبادئ بأسلوب مرتب ومنهجي. والاتجاه الآخر هو الميل إلى الفهم 
البديهي الذي يعزز الإدراك المباشر لموضوع الدراسة وعلاقته الطبيعية بهاء وهذا 
يؤكد المعنى الملموس (202016]6) لبذه العلاقات. 

ونه اذا .. الاتجاه المجرد يقود إلى نظام رائع من النظريات 4 كل من 
البندسة الجبرية والبندسة الريمانية والتوبولوجي والبندسة التفاضلية. هذه 
النظريات لبا استخدامات واسعة 2 التفكير والاستنتاج المجرد وكذلك 2 
التسانات الرفؤية 2 احير والرندسة: 

وعلى الرغم من ذلك فإنه مازال صحيحاً كما كان من قبل أن ذلك 
الإدراك والفهم البديهي يلعب دوراً رئيسياً ب2 البندسة. وهذه البديهية الملموسة لها 
قيمة عظيمة ليس فقط للباحث العلمي» وإنما لأي شخص يرغب ب دراسة 
وإدراك نتائج البحوث والدراسات ك البندسة. 

لقد اعتبر الكثيرون أن مفاهيم تشكيلات البندسة المختلفة من أكثر 
المواضيع الرياضية المعقدة والتي يصعب الحصول عليها. وهمكذا فإنه من العدل 


سه سد 


القول أن معظم المتخصصين 2 الرياضيات يحسون بعدم ارتياح ب2 فهم البندسة لما 
لہا من ارتباط وتداخل بأفرع الرياضيات الأخرى. 

وعلى ذلك فإن غايتنا من هذا العرض هي تقديم لموضوع البندسة 
التفاضلية وهو من آهم مواضيع البندسة 4# العصر الحديث . كما هو موجود 
حالياً وكما نراه بالبديهيات والمفاهيم. هذا العرض مبني على أساس من الأفكار 
البديهية؛ ومن ثم ربطها 4 شكل مفاهيم البندسة التفاضلية الذاتية والخارجية؛ 
والتي لہا علافة وثيقة بمواضيع كثيرة ومتعددة 4 الحياة ... حيث قال هلبرت 
x being = actions‏ ©5000 ليدلل أن البندسة مؤشر للوجود. 

قبل الميلاد ب ٠٠١‏ عام» قام العالم إقليدس 17116011165 بعرض كتابه 
بعنوان الأصول 616161115 116 الذي أصبح الكتاب الشهير 2 الهندسة› 
والذي وضع فيه مسلماته الخمس التي اعتمدت عليها جميع نظرياته» ولكنه 
حاول تجنب استخدام مسلمته الخامسة والخاصة بالتوازي قدر الإمكان 2 
إثباتاته» وبالتحديد ال 56 نظرية التي أثبتها ‏ كتابه لم يستخدم # براهينها 
المسلمة الخامسة. ولكن مسلمات إقليدس كان بها قفصورهء تم معالجة هذا 
القصور من قبل هلبرت 11115611 فيما بعد والذي أصبح نظام المسلمات الكامل 
الذي وضعه هلبرت هو الأساس للهندسة. بعد ذلك حاول العلماء استنتاج المسلمة 
الخامسة من الأربعة الأولى ولكن محاولتهم باءت بالفشلء: ومن هذه المحاولات 
نشأت أنواع أخرى من البندسة تختلف عن هندسة إفليدس 2 المسلمة الخامسة 
وتسمى بالبندسة اللاإقليدية؛ ومن العلماء الذين قاموا بهذه المحاولات : بوي 
181 . لوباتشفيسكي  1,0036116751'‏ ريمان 111611221112 وغيرهم ... . 


العالم بلترامي 8611131121 هو الذي وضع دراسات العالمين بوي 
ولوباتشفيسكي عن البندسة اللاإقليدية 2 نفس أهمية البندسة الإقليديةء و2 
عام 1614م كتب يحثا بعتوان : 

Essay on the interpretation of non-Euclidean geometry 
والذي وضع فيه نموذج لبنسة لاإقليدية ذات بُعد يساوي 2۲ هندسة‎ 
إقليدية ذات بعد يساوي ". هذا النموذج تم الحصول عليه من خلال سطح دوراني‎ 
ناتج عن الدوران لمنحنى التراكتركس 12 1اع13] حول خطه التقاربي؛ هذا‎ 

النموذج يسمى شبه الكرة 2560110-501616. 

ل عام ۱۸۷١‏ قام العالم كلاين K 11۵١‏ بإتمام الدراسة حول ما بدأه 
بلترامي حول البندسة اللاإقليدية» ومضى كلين ب4 دراساته وأعطى نماذج أخرى 
للهندسة اللاإقليدية مثل هندسة ريمان الكروية 51611621 111611311115 
1177 أعمال كلاين كانت تعتمد على تعريف للمسافة أعطاه العالم 
كايلي ع371٥‏ 2 عام 1809 عندما قام بإعطاء تعريف معمم للمسافة. 

ولقد وضح كلاين بالاعتماد الكلي على نظرية الزمر أن هناك ثلاثة 
أنواع مختلفة للهندسة وهي هندسة لوباتفيسكي وبوي وتسمى بالبندسة الزائدية 
16 ؛:؛ وهندسة ريمان وتسمى بالبندسة الناقصية 61110112 والبندسة 
الإقليدية. كل هذه الأنواع اعتمدت على المسلمات الأربعة الآولئ التي وضعها 
إقليدس ولكن لكل منها نظرتها الخاصة لمسلمة التوازي. 

موضوع هذا الكتاب هو البندسة التفاضلية المصاحبة للنماذج البندسية 
المختلفة حيث أن واقع الحياة العملية ملي بالنماذج البندسية التي تصف واقع 
حياتي نعيشه: إذاً ما هو النموذج البندسي؟ 

النموذج البندسي هو نموذج يقترب من الواقع بقدر الإمكان بحيث تتوافر 
فيه أغلب الخصائص التي يحتاجها الواقع مثل نوعية النقاط والشكل ونوع 


را( ا 


المشككلة المراد دراستها ومن النماذج المشهورة نموذج سطح الكرة الأرضية ونماذج 

فراغات النسبية الخاصة والعامة» وكذلك نماذج التصميم المختلفة والتي تحتاج 

إل فاون مكب وكين تحاف بح | كدي والفحيل العددق والعسابات 

العلمية. 

هذا الكتاب يتكون من ثلاثة أجزاء تفصيلها كالآتي : 

الجزء الأول (مقدمة تاريخية ومراجعة مختصرة لما له علاقة بموضوع الكتاب): 

الباب الأول: يعرض نبذة تاريخية عن نشأة البندسة وتطورها من خلال نظام 
إقليدس المسلماتي حتى وصلت إلينا بشكلها الحالي ويهتم كذلك 
بدراسة وعرض نظام هلبرت المسلماتي والذي تم من خلاله معالجة 
القصور بے نظام إقليدس ونبين كذلك ے هذا الباب كيف ظهرت 
البندسة التحليلية وذلك بالاعتماد على مسلمات هلبرت إلى أن وصلنا 
إلى البندسة التفاضلية وأهمية دراستها وماذا نعني بموضوع البندسة 
التفاضلية. 

الباب الثاني: يعتبر مراجعة لما سبق دراسته من هندسة تحليلية وجبر خطي وتحليل 
الدوال الاتجاهية والتي درسها الطالب 2 مقرر تفاضل وتكامل (1) 
والجبر الخطي (متطلب سابق من حساب التفاضل والتكامل 
الاتجاهي). 

الجزء الثاني (البندسة الذاتية والخارجية لمنحنيات الفراغ الثلاثي): 

الباب الثالث: يحتوي على مفهوم المنحنى وطرق تمثيل المنحنى ك الفراغ 
وخصوصاً التمثيل البارامتري (الوسيطي) المنتظم والتمثيل الطبيعي 
وطول قوس المنحنى ومعادلة المماس والعمود الأساسي والثانوي 
وكذلك المستوى العمودي واللاصق والمقوم عند أي نقطة على 


الاي 


ا( ل 


الباب الرابع: وفيه نقدم بالدراسة والتحليل البندسة الخارجية للمنحنى ونعني بها 
: الانحناء واللي وإطار فرينيه المتحرك وصيغ سيريه . فرينيه 

التفاضلية ونطبق كل ذلك على بعض المنحنيات وخصوصا 
المنحنيات الحلزونية. 

الباب الخامس: يحتوي على المنحنيات المشهورة المصاحبة لمنحنى فراغ معلوم مثل 
المميز الكروي والمحل البندسي لمراكز دائرة الانحناء وكرة 
الاو ي ا او و اشر وات مرت ان 

الباب السادس: يقدم التمثيل القانوني لمنحنيات الفراغ والنظرية الأساسية 
لمنحنيات الفراغ من خلال المعادلات الذاتية. 

الجزء الثالث (دراسة البندسة الذاتية والخارجية للسطوح 4 الفراغ الثلاثي): 

الباب السابع: يحتوي على التمثيل البارامتري المنتظم والشبكة البارامترية على 
السطح . المستوى المماس للسطح وخقل متجه العمودي على السطح ‏ 
توجيه السطح ومناطق الشذوذ على السطح. 

الباب الثامن: يتعرض للهندسة الذاتية للسطح من خلال تعريف الصيغة الأساسية 
الأولى (الصيغة المترية) وحساب الزاوية والمساحات على السطح 
وكذلك تعريف التساوي القياسي والتطابق بين السطوح. 

الباب التاسع: يتعرض للهندسة الخارجية للسطح من خلال تعريف الصيغة 
الأساسية الثانية والانحناء العمودي والانحناء الجاوسي والمتوسط 
وخطوط الانحناء على السطح وكذلك الاتجاهات الأساسية. 

الباب العاشر: يقدم الصيغة الأساسية الثالثة وراسم جاوس (الصورة الكروية) 
وتصنيف نقاط السطح من خلال مميز ديوبين وصيغة آويلر 
وعلاقتها بالخطوط التقاربية على السطح وكذلك صيغ ردوريجز 
الا اة 


ظ 52 


الباب الحادي عشر: يتناول السطوح المسطرة والسطوح القابلة للفرد واستخدام ما 
تعلمه الطالب 2 الأبواب السابقة وتطبيقه على السطوح المسطرة. 
الاب الشاني عكر تعر كلبق لااب الان واقناشيز على الط الدورائية 
وتقديم تعريف للسطوح الدورانية ذات الانحناء الثابت مع التوضيح 
بالرسم المجسم وطرق تمثيلها بارامترياً. 
الاب الفا مغر يدياه اف ا ا ناه لفط وح وماد لات خاوسن اهارن 
وصيغ جوداذي . منيردا والإطارات المتحركة على السطح. 
الباب الرابع عشر: يحتوي على الانحناء الجيوديسي لمنحنى واقع على السطح 
وكدلك فرت اللخطوظ السيودنسية والحصون على انادف 
التفاضلية التي تحكم ذلك. 
الباب الخامس عشر: وهو يعطي مدخل مختصر لعديد الطيات التفاضلي مع 
توضيح العلاقة بكل ما تعرضنا له 2 الأبواب السابقة وفيه ترى أن 
المتحنن والسظع هو عدين طيّات انجادية وقائية الخد على الترتيب. 
كذلك يحتوي الكتاب على ملحق (تزيل) وهو الباب السادس عشر 
ويشتمل على كل الأساسيات ب هندسة التحويلات والتي تعرضنا لبا ب4 أبواب 
ااا 1 
هذا الكتاب كتب بأسلوب علمي بسيط معتمداً على الخلفية العلمية 
للطالب من حيث أنه درس المنطق الرياضي والجبر وحساب التفاضل والتكامل 
٤ ,"‏ وكذلك مفاهيم البندسة الإقليدية والتي من خلالبا ظهرت البندسة 
اللاإقليدية. 
لقد نهجنا 4 معالجة مواضيع هذا الكتاب النهج الحديث وهو النهج 
المنطقي الذي ينطلق من مسلمات نقبلها دون برهان ومن مفاهيم نفهمها دون 


ظ 6 


اة ضا | 


تعريف ثم ننتقل إلى الحقائق البندسية فلا نقبل واحدة منها دون برهان رياضي 
صحيح وتوضيح ذلك من خلال الأشكال البندسية المجسمة والفراغية والتي تم 
رسمها عن طريق الحزم الجاهزة 4 الحاسب الآلي. 

وك نهاية كل باب توجد مجموعة من التمارين لتثبت المعلومات وتساعد 
على التفكير والتذكر منها ما هو مشابه للأمثلة التي وردت داخل الباب ومنها 
ما هو جديد 4 صياغته وأفكاره. 

4 نهاية الكتاب قدمنا قائمة المراجع التي اعتمدنا عليها ب صياغة 
وإعداد هذا الكتاب. 

. الكتاب يحوي مقررات تدريسية لطلاب كليات التربية للبنات والبنين 
وكذلك كليات المعلمين والمعلمات وكليات العلوم بے السعودية والدول العربية 
بالإضافة إلى أن أجزاء كثيرة من هذا الكتاب تدرس من خلال مقررات دراسية 
4 الجامعات المصرية والعربية. 

وك النهاية نأمل أن يكون هذا الكتاب عونا للطالب من خلال مساعدة 
أساتذته ونتمنى من الله أن نكون قد وفقنا 4 عرض مادة الكتاب بأسلوب شيق 
ومحبب لدراسة البندسة وليس البعد عنهاء ونسأل الله أن يكون هذا العمل خيرا 
لوطننا العربي والإسلامي والحمد لله رب العالمين. 


الفؤلف 
نصازر السلفي 


اساد الرياضيات بجاضفة أسيوط . فصر 


ترتيب محتويات المادة العلمية للكتاب 


معدمة 


الياب الأول والثاني 


نظرية المنحنيات 
الباب الثالث والرابع 


النظرية الأساسية للمنحنيات 
الباب السادس 
البندسة الذاتية للسطوح 
الباب السابع والثامن 


الباب التاسع والعاشر 





الباب الحادي عشر والثاني عشر 





النظرية الأساسية للسطوح 
الباب الثالث عشر 





مدخل إلى عديد الطيات بداية مقرر متقدم (اختياري) 


الباب السادس عشر : تزيل 








مقدمة 


المحتويات 


الجزء الأول: مقدمة تاريخية ومراجعة لما سيق دراسته 


الباب الأول : 


۲١ 
كن‎ 
٤١ 
0١ 
11 
۷١ 


ا۸ 


مقدمة تاريخية (تصنيف البندسات) 
المسلمات والفرضيات والتعاريف 
المجموعة الأولى: التعاريف 
المجموعة الثانية: الفرضيات 
المجموعة الثالثة: المسلمات 
الفرضية الخامسة 

هندسة لوباتشفيسڪي 

شڪل الفراغ البندسي 

نظام هلبرت المسلماتي 

البندسة التحليلية 

البندسة المحايدة 

البندسة والواقع اليومي 

البندسة الاسقاطية 

البندسة التفاضلية 

)١( تمارين‎ 


الهندسة التفاضلية 


رقم الصفحة 
11 


ل سس 


البندسة التفاضلية 


الباب الثاني: 
تحليل الدوال الاتجاهية 
۱۲ الفراغ الإقليدي 
۲۲ تحليل المتجهات 
۲.۲ الدالة الاتجاهية 
ا قواعد اشتقاق الدالة الاتجاهية 
0.۲ تحامل الدالة الاتجاهية 
1۲ نظرية الدالة العكسية 
V۷.۲‏ نظرية الدالة الضمنية 
تمارين (۲) 


الجزء الثاني: البندسة الذاتية والخارجية لمنحنيات الفراغ الثلاثي: 


الباب الثالث: 
المنحنيات 4 الفراغ الثلاثي 

١‏ مفهوم المنحنى ب4 الفراغ 

طول قوس المتختى ب القراغ 

۴ خط المعامن والمستوئ العمودق 

5 المستوى اللاصق 

ره الثلاثي المتحرك عند أي نقطة على المنحنى 
تمارين (۳) 


وكا الصف 


۲١ 
۲١ 
۷ 


0۷ 


1۲ 


1 


VY 
3 
۸٦ 
۹۲ 


۹۷ 


)ا 


ش العندسة التفاضية | 


الباب الرابع: 


3 
a 


٤ 


الباب الخامس : 


۲.0 
۲.0 
٤.0 
00 


1.0 


الباب السادس: 


۱1 
a1 


الوق حي مجح وع 


البندسة الخارجية لمنحنى القراغ 
دالة الانحناء لمنحنى الفراغ 

دالة اللي لمنحنى الفراغ 

ضا شين افرينيه التفاظيلية 
المنحنى الحلزوني 

)٤( تمارين‎ 


المنحنيات المصاحبة لمنحنى الفراغ 
المميز الكروي 

دائرة الانحناء لمنحنى الفراغ 

كرة الانحناء لمنحنى الفراغ 
المنحنى الناشر لمنحنى الفراغ 
المنحنى المنتشر لمنحنى الفراغ 
منحنيات برتراند 


النظرية الأساسية للمنحنيات 4 الفراغ 
التمثيل القانوني لمنحنى الفراغ 
المعادلات الذاتية لمنحنى الفراغ 


رقم الصفحة 


11۷ 
۳ 


۲۷ 


110 
1V۲ 
VY 


A٤ 


البندسة التفاضلية 


الأو يي وغ رقم الصفحة 

الجزء الثالث: البندسة الذاتية والخارجية للسطوح ك الفراغ الثلاثي: 
الباب السابع : 

السطح المنتظم 2 الفراغ الثلاثي 
۱.۷ مقدمة (بديهيات عن السطوح) املف 
YN‏ مفهوم السطح يفف 
۲۷ ال ااك ۲۲0 
N‏ تمثل بارامتري خاص للسطح YY‏ 
0N‏ الاتجاهات على السطح كرف 
۷ الخطوط البارامترية على السطح 4 
VN‏ المنحنيات على السطح 4Y‏ 
AN‏ المستوى المماس للسطح Yer‏ 
۹.۷ حقل متجه العمودي على السطح Y4‏ 
۱۷ النقاط الخاصة (الشاذة) على السطح ۲۵۱ 
۱1۷ توجيه السطة 0V‏ 

تمارين (۷) راف 
الباب الثامن : 

البندسة الذاتية للسطوح ب2 الفراغ الثلاثي 
۸ ْ مقدمة ۷ 
۲۸ الصيغة المترية على السطح ۲۹ 
٣۸‏ الزاوية بين اتجاهين على السطح 58 
۸ المسارات المتعامدة على السطح VE‏ 
0۸ عنصر المساحة على السطح قف 


الهندسة التفاضلية 


الموض .وع رقم الصفحة 

1۸ التساوي القياسي ۲۷۹ 
۷۸ راسم التطابق بين السطوح YA‏ 

تمارين (۸) Y4‏ 
الباب التاسع 

البندسة الخارجية للسطوح 2 الفراغ 
۱۹ الصيغة الآساسية الثانية ۹۸ 
۲۹ الانحناء العمودي ٤‏ 
يكن الانحناءات الأساسية وخطوط الانحناء ۳۰۹ 
۹ مجسم المكافئ اللاصق امل 
04 مميز ديويين YY‏ 

تمارين (5) rt‏ 
الباب العاشر : 

الصيغة الأساسية الثالثة على السطح 
۱.1۰ الصورة الكروية (راسم جاوس) للسطح ۳۲۳٢‏ 
1۰ صيغ رودريجز التفاضلية على السطح t0‏ 
۳۱۰ الخطوط التقاربية على السطح 0 
AE‏ عائلات المنحنيات المترافقة على السطح نس 

تمازين )٠١(‏ ۷۰ 
الباب الحادي عشر: 

السطوح المسطرة ب2 الفراغ الثلاثي 
۱ البندسة الذاتية للسطوح المسطرة Vi‏ 
۱ البنذسة الخارجية للسطوح المسطرة ۲۸٦‏ 
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البندسة التفاضلية 


الموض .وع رقم الصفحة 

۳1۱ السطوح المسطرة القابلة للفرد (البسط) ۹V‏ 
۱ غلاف عائلة المستويات ۳۹۹ 

تمارين )١١(‏ ۲ 
الباب الثاني عشر: 

السطوح الدورانية ب2 الفراغ الثلاثي 
1۲ البناء البندسي للسطوح الدورانية ٤‏ 
۱۲ السطوح الدورانية ذات الانحناء المتوسط الثابت 1۲ء 
۲ السطوح الدورانية ذات الانحناء الجاوسي الثابت ۹ء 
۲ تزيل عن التكاملات الناقصية ۹ 

تمارين (۱۲) فد 
الباب الثالث عشر: 

النظرية الأساسية للسطوح 
11۲۳ المعادلات الأساسية على السطح المنتظم r‏ 
Y۳‏ إطار عياري متعامد على السطح المنتظم EA‏ 
۳ الشروط التكاملية على السطح المنتظم t0۲‏ 

تمارين (؟١)‏ 0۸ 
الباب الرابع عشر: 

الانحناء الجيوديسي والخطوط الجيوديسية 
14 الانحناء الجيوديسي ا1 
4 الإطارات المصاحبة لمنحنى واقع على السطح 14 
4 صيغ داربوا التفاضلية ۷۱ 
AEF‏ المنحنيات الجيوديسية على السطح تلع 


رس( 


[العندسة التقاضلية | 


غ01 حساب التغاير والجيوديسيات 2١‏ 
ن ۸ 


الباب الخامس عشر: مدخل إلى عديد الطيات التفاضلي 


110 مقدمة 0۰۲ 
10 الأبنية الإضافية على عديد الطيات 0° 
10 مفاهيم أولية 0 
0 التعريف الرياضي لعديد الطيات 0۰۸ 
0 * الخرائط والرقع الإحداثية 0۰۹ 
1.10 تصنيف عديد الطيات التفاضلي ۵۱٦‏ 
۷.10 مفاهيم الانحناء والتجاعيد على عديد الطيات 01 
۸.10 العلاقة بين البندسة التفاضلية والتوبولوجية التفاضلي ٠۲١‏ 
۹10 طرق فنية للحساب على عديد الطيات 00 

تمارين )٠٥(‏ 0۸ 
الباب السادس عشر: 

ملحق الكتاب (التحويلات البندسية) 
۱7 الانعڪاس 0۲° 
حلش الانتقال 0 
حش الدوران 04 
1 الانعڪاس الانزلاقي 004 

00۷ )۱١( تمارين‎ 
01١ المراجع‎ 


e‏ ا 


الجزء الأول( مقدمة تاريخية ومراجعة لما سبق دراسته )' 
الباب الأول 
مقدمة تاريخية ( تصنيف الهندسات ) 
A Brief History‏ 
عقهنةا العاف كه من تازيهية عن اة اة ومطؤوهاعن: قل اادد 
حتى وصلت إلى ذلك البناء العظيم 4 العصر الحديث؛ لما لہا من تداخلات ے2 أفرع 
العلوم المختلفة وتطبيقاتها 4 مجالات الحياة العملية. ونبين كيف أن مفهوم النظرة 
للهندسة كأشياء محسوسة تغير ليصبح مفهوم مجرد وهذا التجريد هو صلب الواقع 
العملي كما ظهر بے أعمال كل من ريمان ولوباتشفيسكي والذي ثبت فيما بعد مدى 
فلا لا ادساف تك ر ن مشاكل انا وعدا الفترض مسن كلد نظام 
المسلمات الذي قامت عليه البندسة وتصنيفاتها المختلفة. و4 النهاية نركز على موضوع 
الناراشة لهذا الكحاب وهو البندسة القاضلية وتوضيخ مدى أهمية ذراسة هذا 
التخصص لا له من ارتباط وثيق بأفرع الرياضيات المختلفة وكذلك التطبيقات العملية. 
الخطوط العريضة التي نتناولبا ب4 هذا الباب تعتبر خطة لموضوعات الكتاب نحاول 


ناذن الله تقطيكها وتتفيذها: 


(١١1)المسلمات‏ والفرضيات والتعاريف : 
Definitions, Postulates and Axioms :‏ 
يرجع تاريخ البندسة إلى الماضي السحيق حيث ظهرت 4 محاولات البابليون 
والمصريون القدماء لتأسيس حضاراتهم العريقة. و4 القرن السابع قبل الميلاد بدأ تطور 
البندسة على أيدي المدارس الأغريقية. كثير من الحقائق الأساسية تم الحصول عليها 
# القرن السادس والخامس قبل الميلاد وظهرت بے مفهوم النظرية وكيفية البرهان. 


ا سس سم 


وك القرن الثالث قبل الميلاد أصبح الأغريق لهم معرفة عميقة بالندسة» ليس 
فقط بے تراكم عدد كبير من الحقائق البندسية ولكن 4 طرق البرهان. ولبذا كانت 
هذه الفترة موجهة لتجميع كل القتاتج معأ ووضعها 4 ترتيب منطقي 010617 1081021 
كذلك قام الإغريق بأعمال كثيرة من أجل تطوير الهندسة» ولكنها لم تظهر إليناء 
حضوا بعد ظهور عمل إقليدس الشهير والذي أسماه الأصول Euclid's Famous‏ 
5 . هذا العمل يحتوي على ثلاثة عشر كتاباً تفصيلها كالآتي : 

الكتب الست الأولى احتوت على دراسة الأشكال المستوية/0©01116]13) 221326 

الكتب من الحادي عشر إلى الثالث عشر تخصصت ے دراسة الأشكال المجسمة 
Geometry‏ 1dاS0.‏ الكتب الباقية تخصصت ے دراسة الحساب Arithmetic‏ 
بشكل هندسي ۴0۲۳ ©11]أ066012. 

إذاً الأصول لإقليدس احتوت على المفاهيم الأساسية 4 البندسة Elementary‏ 
ل60116]1). هذه الكتب قسمت إلى ثلاثة مجموعات هي : 


: المجموعة الأولى : التعاريف 106112211110115 نوردها باختصار‎ )۲١١( 

.١‏ النقطة هي شيء لا أجزاء له. 

". المنحنى هو طول بلا عرض 1655 Breadth‏ 

؟. الأطراف 101161111165 للخط المستقيم هي نقاط. 

٤‏ الخط المستقيم هو منحنى متماثل بالنسبة لكل نقاطه. 

٠۵‏ السطح هو شيء له طول وعرض فقط. 

1. أطراف السطح هي منحنيات. 

۷ سطح المستوى هو سطح يقع بالتماثل مع خط مستقيم عليه. 

۸ الزاوية المستوية 1816ل 213136 هي الميل 111611118]101 لكل من خطين 2 
المستوى على الآخر والذي يقطع كل منهما ولا يقعا على خط مستقيم واحد. 


5 يي ات 0 


بعد هده التعاريف قام إفليدس بوضع المجمؤعة الثانية (الفمرضيات) 
5 والثالثة (المسلمات) 47101115 والتى تشر حقائق 4556110115 تقبل بدون 


(71)المجموعة الثانية : الفرضيات ]١05110112665‏ تحوي خمس فرضيات هي: . 

.١‏ يمكن رسم خط مستقيم وحيد بين نقطتين. 

؟. كل قطعة مستقيمة 1118 عالطا أو segment‏ يمكن مدها 16105101© لتصبح 
خط مستقيم ‏ أي الخط المستقيم اتحاد عدد لانهائي من القطع المستقيمة. 

٣‏ يمكن رسم داثرة مركزها عند أي نقطة ونصف قطرها أي عدد» بمعنى لأي 
نقطتين مختلفتين © ٥,‏ يمكن رسم دائرة مركزها 7 ونصف قطرها هو طول 
القطعة المستقيمة الواصلة بين 0 .8. 

.©»01121 كل الزوايا القائمة 851©5 115114 متطابقة‎ ٤ 

ه إذا قطع مستقيم مستقيمين أخرين بحيث تكونت زاويتان داخليتان 10161101 
95 مجموع قياسهما أقل من قائمتين وعلى جانب واحد من الخط القاطع فإن 
الخطان يتقاطعان إذا مدا على هذا الجانب. 
وهذه الفرضية سميت الفرضية الخامسة أو فرضية التوازي. البندسة التي تدرس 
الأشكال البندسية مع تبني المسلمة الخامسة هذه تسمى البندسة الإقليدية 


Euclidean Geometry 


(5-1)المجموعة الثالثة : المسلمات 42210125 وتحتوي على تسع مسلمات هي: 

.١‏ الكميات التي تساوي كل منها كمية أخرى محددة تكون كلها متساوية. 

؟. إذا أضيفت كميات متساوية إلى كميات متساوية فإن النتائج تكون متساوية. 
؟. إذا طرحت كميات متساوية من كميات متساوية فإن المتبقيات تكون متساوية. 
؛. إذا أضيفت كميات متساوية إلى كميات مختلفة فإن النتائج مختلفة. 


© 


5 الكل أكبر من أي جزء من أجزائه. 
1. إذا الكميات المتساوية تضاعفت 10115160 فإن النتائج متساوية. 
۷ إذا الكميات المتساوية تناصفت 121960 فإن النتائج متساوية. 
۸ الأشياء التي تتطابق 001116106 مع شيء آخر تكون مساوية 601181 لنفس الشيء. 
4. الخطان المستقيمان لا يمكن أن يحدا 6221056 أي فراغ. 
اعتمد إقليدس على هذه المجموعات من التعاريف والفرضيات والمسلمات 2 
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ترتيب نظريات البندسة موقا .0gica order LER‏ بمعنى أن برهان أي نظرية 
يعتمد على ما سبقها من نتائج وفرضيات ومسلمات» وهذا النظام للبناء البندسي يسمى 
النظام المسلماتي 53/516112 4710112116 . والبندسة المعرفة من خلال هذا النظام 
قسى فد السلمات ومحموفات السدامات و او ا را ت کی وت 
البندسة .Substantiation of Geometry‏ 
الأصول لإقليدس احتوى على الأساسيات البامة 4 البندسة واعتبر نموذج جيد 
لزمن طويل ولكن به قصور 061601 حيث أن صياغته لا تتمشى مع التطور الحديث 2 
الرياضيات والتعاريف اعتمدت على الوصف البندسي للأشكال موضوع الدراسة: 
كما أن البراهين تعتمد على حقائق رياضية سابقة لم تبرهن ولم توضع ‏ نظام 
المسلمات الذي وضعه إفليدس. 
لوحظ القصور 2 الأصول لإقليدس من قبل كثير من العلماء 50101815 . 
خصوصاً أن إقليدس وضع التناسب 6100011101281 بين الأطوال والأحجام والمساحات 
ولم يقدم لنا كيفية قياسها بطريقة دقيقة والتي عالجها ارشميدس 41111116065 
فيما بعد من خلال خمس فرضيات تسمى فرضيات أرشميدس 
Archimedes 5‏ وهي : 
)١(‏ من بين كل المنحنيات التي تصل بين نقطتين م المستوى الإقليدي يكون الخط 
المستقيم هو الأقصر. وهذه الفرضية تناظر بے الوقت الحالي خط أقصر بعد 
16 على أي سطح أو عديد طيات وسوف نتعرض له 2 الباب الرابع عشر 
إن شاء اللّه. 


ا ا 


(۲) من بين كل السطوح التي لہا نفس المحيط المستوى 611126161 21316 يكون 
الع سو امف رسةه الفركيت خالا دار مما ميسن اا سج 
الممستصغرة 511151266 7111111231 التي نتعرض لبا 2 الباب التاسع والعاشر والثاني 

( المنحنيين 4 نفس المستوى الذي لبما نفس نقطة البداية والنهاية يكونا غير 
متطابقين إذا كان كل منهما مقعر 01117/6© وأحدهما مغلف (محتوى) بالآخر 
2610564 وبالخط المستقيم الواصل بين نهايتي المنحنيين. 

() السطحين الذي لبما نفس المحيط المستوي يكونا غير متطابقين إذا ڪان ڪل 
منهما مقعر وأحدهما مغلف بالأخر وبالمستوى الذي له نفس المحيط. 

.۸ 4 < 8 إذا كان ۵ > © فإنه يوجد عدد 7 بحيث‎ )٥( 

التجلماك هو قفي ا سالات ا اللفرية (العترف كينا دات الاي 
Metric Geometry‏ والتي سوف نتعرض لبا البندسة التفاضلية للمنحنيات 

والسطوح 2 الفراغ الثلاثي. 

أغلب الأعمال التي ظهرت حول أساسيات البندسة كانت تحاول إسقاط 
مسلمة التوازي (المسلمة الخامسة لإقليدس) Euclid's fifth posttulate‏ من 

فرضيات إقليدس لأنها كانت تبدو معقدة جدا. 


(١.0)الفرضية‏ الخامسة The Fifth Postulate‏ 
كلنا يعرف القاعدة الأساسية التي تلعبها المسلمة الخامسة» من دراسة 
البندسة الأولية 60۳76۲¥ emen)2۲۷ا۴‏ حيث أنها تشكل أساس نظرية توازي 
الخطوط المستقيمة 11265 [313116م وكل مأ 'يتعلق بها مثل التشابه /إ]5111111311 

للأشكال وحساب المثلثات /17أ 11180110122 . 
تعلم الطالب آثناء مرحلة التعليم ما قبل الجامعي: ‏ كتب البندسة» المقارنة 
بين الأشكال البندسية مثل القطع المستقيمة والزوايا والمثلثات حيث أن هذه الأشكال 


ااال سس 


تكون متطابقة (متساوية) [0118»© إذا ما تطابقت 01210621© من خلال حركة 
01 (إنتقال ودوران أو انعوكاس كما نرى 2 الباب السادس عشر). 

مفهوم الحركة؛ حتى الوقت الذي وضع فيه إقليدس نظام المسلمات: لم 
يكن معرف تعريف جيد وسوف نتناوله كمراجعة أ الباب السادس عشر والذي 
يتناول هندسة التحويلات (الحركة). 

ومن النظريات الأساسية بے البندسة المستوية تلك النظريات التي تعالج تطابق 
/10181110» المثلشات وتعامد 061261101011131 الخطوط وميل الخطوط المستقيمة 
„inclined lines‏ 

وبالتالي يمكن إعادة صياغة مسلمة التوازي كالآتي : 

يتوازى الخطان المستقيمان إذا لم يحتويا أي نقطة مشتركة بينهما (لا 
يتقاظها). 

هذه الصياغة أدت إلى برهان أن : 

من أي نقطة خارج مستقيم (ليست واقعة عليه) معطى يمكن رسم مستقيم 
واحد فقط يوازي الخط المعطى. 

وهذه المسلمة يمكن صياغتها كما يلي : 

'يوجد خط مستقيم واحد يمر خلال نقطة معطاة ويوازي خط معطى . 
وبالتالي يمكننا القول أن هذه المسلمة هي آساس البندسة الإقليدية. ومن زمن إقليدس 
وحتى نهاية القرن التاسع عشر كانت مسلمة التوازي من المشاكل الشائعة 4 البندسة. 
ويلك عاو لاق کی ا کے ع هذه ا متها ولانت رطع ابوت لاه اله 
التوازي» مثل ليجندر (1857-11767) 8611016 1.6 أي أنها مسلمة لا تعتمد على باقي 
المسلمات وبالتالي إذا حذفت من نظام المسلمات فإن النظام يظل مترابط منطقيا. ومن 
مسلمة التوازي أمكن إثبات حقائق كثيرة 2 البندسة المستوية مثل تشابه المثلثات 
وتناظر الزوايا وآن مجموع قياسات زوايا المثلث تساوي قائمتين. 


اب( 


01 ) هندسة لوباتشفيسكي : Lobachevskin Geometry‏ 
حتى بداية القرن التاسع عشر لم تنجح أي محاولة لبرهنة مسلمة التوازي 
ولكن بك العقود الأولى من القرن التاسع عشر ظهر حل لبذه المشكلة على يد 
نيكولاى إيفانوفتش لوباتشفيسكي (۱۷۹۲۳ ۔ 1807) /1.0036161751 ے عام ۱۸۲۹ 
حيث تمكن من صياغة وبرهنة مسلمة التوازي وأثبت أن مسلمة التوازي مستقلة أي لا 

يمكن أن تعتمد أو تنتج من باقي مسلمات البندسة التي وضعها إقليدس. 

أي أن لوباتشفيسكي وضع هندسة مشابهة لبندسة إقليدس فيما عدا مسلمة 
التوازي وتوصل إلى نظام مسلماتي مرتب ترتيباً منطقياً لا تعارض فيه. وبالتالي فإن 
ونال سمتصيست اس لمانا سيط ا 
[inary Geometry‏ والتي تشابه البندسة الإقليدية ولكن خالية (حرة) من 
التعارضات المنطقية 601111201011015 1].081621 وطورها بنفس مستوى الہندسة 
الإفليدية. 

تم التوصل لبرهان عن مدى توافق لإ©0011515]611) هندسة لوباتشفيسكي 2 
نهاية القرن التاسع عشر والذي أمكن صياغته كالآتي : 
)١(‏ مسلمة التوازي ليس من الضروري أن تنتج من المسلمات الأخرى للهندسة »أي أنها 

مسكقلة ا 601 1,0810211 عن باقي المسلمات. 
(5) المسلمة الخامسة لا تنتج من باقي المسلمات (بعيدا عن البندسة الإقليدية التي تصح 

فيها هذه المسلمة) بسبب وجود هندسة أخرى تخيلية والتي تفشل فيها هذه المسلمة. 
لوباتشفيسكي قال أن هندسته تخيلية بينما البندسة الإقليدية قابلة للتطبيق أو 
عملية 213611681 وهذا لا يعني أنه اعتبر هندسته نظام منطقي مجرد (بحت) /إأع1نا”آ 
System‏ ا0gicaا‏ ولكن اعتبره نظام مفيد ے2 التحليل الرياضي وعليه قام بتأليف 
كتاب بعنوان تطبيقات البندسة التخيلية لحساب بعض التكاملات. 


يي ا 


إن لوباتمشيسكي لم يكن هو الوحيد الذي توصل إلى هندسة جديدة غير 
البندسة الإقليدية ولحن جاوس 6318S )۱۸٠١-٠۷۷۷(‏ توصل إلى هذا النوع من 
ادش 

وبعد ظهور هندسة لوباتشفيسكي قام العالم المجري بوي (1810-1805) 
731 ۸ط بالتوصل إلى هندسة أخرى مختلفة عن هندسة إقليدس ولكن بصفة 
سنتقلة ناما يميقى آنه ل يطلع على اماق ودا دكي الس الد دة هة 
سميت فيما بعد بالبندسة اللاإقليدية .Non-Euclidean Ge0€try‏ 

قبل الإعلان عن هذه البندسة (بعد موت لوباتشفيسكي) كانت البندسة 
الإقليدية هي المفهوم الوحيد للفراغ. اكتشاف البندسة اللا إقليدية إدى إلى القضاء على 
وجهة النظر السابقة للفراغ. إذن النظرة للهندسة كعلم وموضوعاته المختلفة كان 
موسع لدرجة أنه أدى إلى المفهوم الحديث للفراغ المجرد 54٥8‏ 415118201 وتطبيقاته 
العديدة 4 الرياضيات والمجالات المتعلقة بها من خلال الجبر الخطي وتطبيقاته 
البندسية. 


Formation of Geometrical شكل الفراغ الهندسي: عع2م5‎ ) 7١١ 
ب القرن السابع والثامن عشر تطورت علوم الرياضيات وخصوصاً خساب‎ 
والبندسة التحليلية‎ Differential and Integral Calculus التفاضل والتكامل‎ 
وكل هذا أدى إلى فتح أفاق جديدة لتطبيقات الجبز والتحليل‎ Analytic Geometry 
وخصوصاً تلك التي‎ Geometrical 710016125 ا 4 حل مشاكل هندسية‎ 

لبا علاقة بمجالات الميكانيكا Mechanics‏ والفلك Astronomy‏ . 

كثير من الموضوعات البندسية تطورت وتقدمت ك القرن التاسع عشر وأهم 
ثلاثة مواضيع # هذه الفترة هي : 

أساسيات البندسة (إ0©010©11) 01 1"0112031101: البندسة التفاضلية 

.Projective Geometry والبندسة الإسقاطية‎ Differential Geometry 
ب4 البداية كان تطور الموضوعات السابقة يجري 2 اتجاهات مختلفة ولكن 2 نهاية‎ 


اء( ا 


القرن التاسع عشر أصبح كل منها قريب 1 من الأخر 1056© ۷61۷ ويعض من 
أجزائها توحد 111111160. ۰ 

توجد مشككلتان أساسيتان 4 أساسيات البندسة : 

)١(‏ تطور البندسة المنطقي Logica development‏ اعتماداً على حد أدنى من 
المسلمات. 

() دراسة 117/65118914101 الاعتماد المنطقي 06261106126 1081621 والترابط بين 
القضايا البندسية 01005111015 36012111021) المختلفة. 

كثر من الدراسات أجريت حول برهان مدى اعتماد المسلمة الخامسة على 
باقي المسلمات و2 النهاية توصلوا إلى استقلالية المسلمة الخامسة عن باقي المسلمات ‏ 
ويعتبر لوباتشفيسكي هو الذي وضع النتيجة الآساسية الآولى 4 هذا المجال عن طريق 
بناء نظام هندسي مختلف عن نظام إقليدس. آي أن لوباتشفيسكي وسع إدراك 
0 معنى البندسة والمشاكل المرتبطة بها. 

توصل جورج فريدريك برنارد ريمان  Georg Freidrich Bernhard‏ 
 1871( ann‏ 1417) 2 عام 1404 على نتيجة هامة حول موضوع الترابط السابق 
بين هندسة لوباتشفيسكي وهندسة إقليدس وفيها طور المبادئ التحليلية [1162/ا4.21/ 

5 للهندسة وأوجد نظام هندسي مختلف عن نظام كل من إقليدس 
ولوباتشفيسكي والذي اسماه هندسة ريمان. 

ك البندسة الريمانية '/(0111©]1©) 151611211111311 الخط يتحدد بنقطتين 
والمستوى بثلاث نقاط وأي مستويين يتقاطعان ‏ خط وهمكذا ولكن هناك مفهوم 
مخالف للتوازي وتمكن من صياغته كالآتي : 
خلال نقطة معلومة لا يمكن رسم خط يوازي خط معلوم. 
وتبعاً لذلك توصل إلى نظرية تنص على : 


اا سس 





(1.ه ) نظام هلبرت المسلماتي : 
ے2 نهاية القرن التاسع عشر ظهر هلبرت )۱۸1۲ . 1۹4۷( ]1111 David‏ 
ونش كايا بك عام 1435 يعدواق اساشيات ال دة ف هذا الكداب تمك هلبرت 
من صياغة نظام كامل من مسلمات البندسة الإقليدية بمعنى قائمة من الفرضيات فيها 
يمكن الحصول على الموضوع الكلي لبذه البندسة كنتيجة منطقية 
Logical sequence‏ . 
مسلمات هلبرت وتحليل العلاقات المتبادلة بينها نعرضها الآن بإيجاز كالآتي: 
لدراسة نظام مسلمات هلبرت» دعنا نقول أن عندنا ثلاث مجموعات هي 
مجموعة النقاط 2011215 ومجموعة الخطوط 11265 ومجموعة المستويات 2191265. 
مجموعة كل المجموعات السابقة تسمى فراغ. عناصر المجموعات السابقة ترتبط فيما 
بينها يعلاقات متبادلة يعبر عنها من. خلال أدوات الزبط الآتية : يقع ©11: بين 
«between‏ تطابق .congruent‏ 
طبيعة العناصر 2 الفراغ والعلاقات المتبادلة بينها 16136100511 تعتبر 
الخفيازية كيا 61)18 80121[3عتاممر الجموعنات السايقة تحفق مجموغة من 
المسلمات وضعها هلبرت وقسمها إلى خمسة مجموعات هي : 
المجموعة [:تسمى مجموعة الوقوع 1110106166 وتحوي ثمان مسلمات 
تحدد العلاقات بين النقاط والخطوط والمستويات. 
المجموعة 11: تسمى مجموعة البينية 0611766111655 وتحتوي على أربع 
مسلمات تحدد العلاقات بين نقطة على خط ونقطتين على نفس الخط. 
المجموعة [[1: تسمى مجموعة التطابق 00118111611606 وتحوي خمس 
مسلمات تحدد تطابق القطع المستقيمة والأشكال المستوية. 
المجموعة /ا1: تسمى مجموعة الاتصال ٥0١11١11۷‏ وتحوي مسلمتان وهما 
مسلمة ارشميدس وهي تعرف طول القطعة المستقيمة ومسلمة كانتور 
التي تعرف تقسنيم القطعة المستقيمة إلى قطع أصغر منها. 


ااا حي u‏ 


المجموعة ۷ : وهي عبارة عن مسلمة التوازي 221211611510 01 .axi0m‏ 

على العكس من أصول إقليدس فإن قائمة المسلمات الحديثة للهندسة الإقليدية 
لا تحتوي على وصف للأشكال البندسية 118101565 060126111021 ولكنها افترضت 
وجود ثلاث مجموعات من الأشكال هي النقاط والخطوط والمستويات والعلاقات بينها 

يجب أن تحقق متطلبات المسلمات. 

يوجد سببان لمثل هذا التوجه نحو البندسة والأشكال البندسية : 

)٠(‏ البندسة تستخدم حقائق نشأت من الخبرة 4 الحياة (العالم الحقيقي) 
word 111‏ 1621 حيث نأخذ 4# اعتبارنا بعض الخصائص للأشياء الحقيقية 
5 16021 بحيث لا تتعارض مع نظام المسلمات. 

(0) بعيداً عن البندسة الإقليدية التي تستخدم خصائص الأشكال البندسية يوجد نظم 
هندسية مختلفة مثل هندسة لوباتشفيسكي وريمان والتي تعارض المفهوم العادي 
173 15181 للفراغ ولبذا مفهوم الأشكال البندسية نفسه يجب أن يكون 
أكثر عمومية ليفطي كل المجالات الضرورية. 


Analytic Geometry الهندسة التحليلية‎ )9.١( 
ا ق عسل ناف کر ۷ کا قرات ابم كان هد‎ 
.Cartesian Analytic 6e0 €I¥ الأساس لظهور البندسة التحليلية الكارتيزية‎ 
وذلك باستخدام مسلمات الترتيب والوقوع والاتصال حيث أمكن إدخال نظام إحداثڻي‎ 
للخط المستقيم.‎ coordinate system 
وباستخدام الجبر والضرب (الجداء) الديكارتي للمجموعات أمكن إيجاد‎ 
تناظر أحادي بين نقاط المستوى ونقاط الجداء الديكارتي 1# × 8 = “18 وبالتالي‎ 
أمكن تكوين إحداثيات للمستوى وكذلك بالنسبة للفراغ الثلاني‎ 
۰ .R =Rx<Rx<R 


ار( 


اة اتعاسية ) 


باستخدام المسلمة ۷ وبالتالي النظرية الإقليدية للتوازي ونظرية تشابه الأشكال 
of figures‏ 515201131119 وخاصية نظرية فيثاغورث Theorem of Phytag0ras‏ 
أمكن إعطاء تعريف المسافة 08٥40ء1‏ بين نقطتين 

MY 20 and M(x 2Y 2522) 





d(M M2) = 2 -x ° +72 -Y;) + (22-2)‏ 
والمستوى يعطى بمعادلة خطية ب4 الإحداثيات (2 ,/[ ,×) وهكذا بالنسبة لباقي مفردات 
البندسة التحليلية 2 المستوى والفراغ والتي سبق أن درسها الطالب 2 الفرقة الأولى من 
التعليم الجامعيء أي أن البندسة التحليلية هي دراسة الأشكال البندسية باستخدام 

الراك ن الإحداثيات. 
ملاحظة :)1٠١١(‏ 

4 الحقيقة يمكنك أن ترى بوضوح أن نظام هلبرت المسلماتي كامل 
6 أو مام تى اتدسة الم كن تطويز الكدشة بطريقة مارضة متطقيا 
order‏ 1081621 yاtrictە‏ وحادة لا غموض فیها. 

باستخدام مسلمات هلبرت أمكن صياغة مشككلة المسلمة الخامسة لاقليدس 
postulate‏ ]111 بالأسلوب الآتي : 

بفرض مجموعة المسلمات الأربع 1-1۷[ء اشتق المسلمة ۷ منهم (المسلمة ۷ ناتج 
من نواتج المسلمات الأربع). 
أيضا نتيجة لوباتشفيسكي وهي : 
المسلمة ۷ ليست نتيجة لمجموعات المسلمات 1-1۷. 

هذه النتيجة يمكن إعادة صياغتها كالآتي : 

إذا لازم مجموعات المسلمات 1-1۷ تقرير ]5121611610 ينفي 11682311118 صحة 

O‏ نذا الفح تكن لارو ف کون نط رمك اذى نطقي انق 
يسمى البندسة اللا إقليدية /17أ860172 .non-Euclidean‏ 


ا( 


Absolute Geometry ) الهندسة المحايدة (المطلقة‎ )٠١١١( 
نظام القضايا الناتج فقط من مجموعة المسلمات 1-1۷ يسمى البندسة‎ 
المحايذة طيقا لمفهوم بوي المجري '(6112120108] 801/215 .[. البندسة المحايدة‎ 
تعتبر القاسم (الجزء) المشترك 70111011 00111111011 بين البندسة الإقليدية واللاإقليدية‎ 


710 01121169»© 2 كل من البندسة الإقليدية وهندسة لوباتشفيسكي. 
ملاحظة "١(‏ ): 
النتائج التي لم تعتمد على مفهوم التوازي تعتبر نتائج 2# البندسة المحايدة. 


World Life Geometry : والواقع اليومي‎ ةسدنهلا)11١١(‎ 

من العرض السابق يمكننا القول أن الفراغ البندسي S٥4٥٤‏ 006017111221 
المعرف بنظام المسلمات هو مجموعة من الأشياء کی عن مسار و 
Geometric elements‏ والعلاقات الطبيعية Natural relationships‏ المتبادلة 
بينها تحقق متطلبات المسلمات للنظام المعطى. وهذا يعني آنه يمكن القول بأن: 

الفراغ الإقليدي (فراغ لوباتشفيسكي) هو مجموعة من العناصر تحقق 
متطلبات مسلمات إقليدس (لوباتشفيسكي). الفراغ الإقليدي نفسه يمكن آن يأخذ 
عدة أشكال تعتمد على نوعية الأشياء ءءء إطه 001101616) التي تمثل E‏ اشا 
عن المفهوم العادي للنقطة والخط والمستوى) ونوضح ذلك من خلال الأمثلة الآتية : 
مال ١.١١‏ ): 

النقطة تمثل بكرة والخط يمثل بأسطوانة لانهائية والمستوى يمثل بالفراغ بين 
خطين مستقيمين متوازيين 183/1 [508118. 

والعلاقات الأساسية بين عناصر المثال السابق يمكن تعريفها بحيث تحقق 
نظام المسلمات الإقليدي كالآتي: 


:) 7.1١ مثال‎ 

النقطة (الكرة) تقع على الخط المستقيم (الاسطوانة) إذا كانت مرسومة 
داخل الأسطوانة. 
مثال .7 ): 

النقطة تقع على المستوى إذا كانت الكرة الممثلة للنقطة تمس الخطين 
المتوازيين المحددين للمستوى. 

النظرة الشاملة للعناصر البندسية والمسلمات البندسية تمكننا من اختيار نظام 
المسلمات بدرجة اختيارية 21011121111655 01 Degree‏ بحيث تتكيف مع كل مجال 
من مجالات الدراسة. بهذه الطريقة يمكن تطبيق نظام المسلمات للهندسة ‏ مجالات 
أخرى غير الرياضيات مثل الفيزياء والميكانيكا وهذا يقودنا إلى الفراغات المجردة 
الحديثة حيث عناصرها مجموعات» دوال» تحويلات» . 

تطبيقات البندسة بمفهومها العام كثيرة ومتعددة ونشير هنا إلى أن فراغ 
مانكوفيسكي îa «Minkowski space‏ يلعب دور هام 4 نظرية النسبية الخاصة 
.Special Relativity‏ زا فإن فضكرة الفراغات المجردة 502©©5 Abstract‏ 
قد اكتملت بعد تنامي الرياضيات (الجبر الخطي والتحليل الدالي) ب القرن التاسع 


Projective Geometry الهندسة الإسقاطية‎ (۱١١١( 
تقريباً ب نفس الوقت الذي بدأ فيه لوباتشفيسكي دراساته عن نظرية التوازي‎ 
وجاوس عمله عن نظرية السطوح»؛ قفز نوع جديد من البندسة‎ 1116017 of Parallels 
وهو البندسة الإسقاطية /01611©) 18170[6011976: هذه البندسة محكومة من خلال‎ 
مفاهيم تصويرية 020615© 2101011831 وكانت ب2 أول الآمر بعيدة عن مشاكل‎ 


المسلمات المعقدة. 


ااا حي u‏ 


ولكن 4 عام 14176 أعطى فيلكس كلاين 1612 ] ."1 ۱۸٤۹(‏ ۔ 1970) تأويل 
عام 121610161816101 General‏ لبندسة إقليدس ولوباتشفيسكي وريمان مبني على 
البندسة الإسقاطية. دراسات كلاين كانت مرتبطة بشدة بمفهومة للهندسة على أنها 
دراسة اللامتغيرات 01125/31131115 رامع ط1 لزمرة معينة من التحويلات 01 Group‏ 
."ransformation‏ مدخل الزمر النظري Group-theor e1 420۲02٥1‏ للهندسة 
تم وضعه بواسطة كلاين عام ۱۸۷١‏ والمسمى بيرنامج كلاين الموسع 
„Erlanger Program‏ 

هذا البرنامج مكن كلاين من إعطاء تصنيف لنظم البندسة البامة 
والتحويلات المرتبطة معها وكلها نتجت من البندسة الإسقاطية أي أنه 4 برنامج 
كلاين الموسع تعتبر البندسة الأسقاطية هي أم البندسات المختلفة. 

من خلال تعرضنا للمواضيع المختلفة 2 هذا الباب نبين أنه توجد ثلاثة أنواع من 
الفراغات ثلاثية البعد وذات الانحناء الثابت هي الفراغ الإقليدي البديهي اليومي 
every day‏ 1121111176 لإقليدس والفراغات اللاإقليدية (جاوس وبرترامي ‏ بوي 
لوباتشفيسكي) وتسمى الفراغات الزائدية 5728665 6150116م/119 والفراغات 
الريمانية أو الناقصية 5722665 1م1111 ومنها البندسة الكروية ذات البعدين 
Spherical Geometry‏ كما هو موضح 2 شكل .)١1١2(‏ 


کے سه > لم 


شكل :)١١(‏ التوازي 2 البندسات الثلاث 


(1؟1) الهندسة التفاضلية : 

النظرة الحديثة للفراغ البندسي تشكلت بتوسع عندما تطورت البندسة 
التفاضلية 6۲¥ Differential 6e0‏ وي عام ۱۸۲۷ توصل جاوس إلى مجموعة من 
الخصائص الخاصة بالسطوح والتي شكلت البندسة الذاتية أو الداخلية ©10]1151 
060126113 للسطوح. هذه البندسة هي دراسة الخواص التي يمكن ملاحظتها عن 
طريق ملاحظ 005615761 بواسطة قياسات 116251016161115 على السطح نفسه مثل 
الأطوال» المساحات والزواياء وكان منشأ هذه البندسة هو البدف العملي من عملية 
مسح الأرض [414-51۲۷٥118‏ » وخلاف ذلك فإنها تسمى البندسة الخارجية 
.Extrinsic Geometry‏ 
٠‏ ظهرت ے2 عام ۱۸١۸‏ نتائج أعمال بلترامي )⁄۱.°°: Eugenio Belrami()‏ 
والتي فسر فيها البندسة اللااقليدية Interpretation of non-Euclidean‏ 
Geom‏ كالآتي : 
"هندسة لوباتشفيسكي المستوية يمكن اعتبارهاء تحت شروط معينة» هندسة ذاتية 
لبعض السطوح . 
وهذا مكنه من أن يجعل البندسة اللاإقليدية المستوية والبندسة المستوية الاقليدية تقع 
ضمن مجال حقيقي كامل كجزء من نظرية السطوح .Theory of Surfaces‏ 
النقاط المشتركة ے الدراسات المسلماتية 121765118211011 The Axiomatic‏ 
للوباتشفيسكي بطرق جاوس للهندسة التفاضلية استخدمت # حالة البعدين ولكن 2 
هذه الفترة كان .مستوى الرياضيات عال جدأ بحيث أمكن تطبيق طرق البندسة 
التفاضلية 2 البندسة اللاإقليدية. 

ففي عام ۱۸٥٤‏ عرف ريمان فراغات كانت تعميم 21:1281101 0616 
للفراغات الإقليدية واللاإقليدية 6001¥ 105261163751182 هذه الفراغات 
المعممة لريمان 5702665 Generalized‏ 0 تتختلف ے خواصها عن 
الفراغات الإقليدية مثل اختلاف أي سطح منحني 5111186 0101760) عن المستوى. 


لا ا 


الدراسة التحليلية البحتة التي طبقها ريمان ب2 دراسة المشاكل البندسية 
مكنته من تعميم مفهوم الانحناء 010۲۷31۲١‏ مباشرة للحالات متعددة الأبعاد 
Muti dimensional Cases‏ وفراغات ريمان المعممة أصبحت مفيدة للفيزياء 
النظرية 5125/ق3م 11601611621 (النسبية العامة). 
والسؤال الذي نطرحه الآن ونحاول الإجابة عليه من خلال أجزاء هذا الكتاب 
هو:لماذا ندرس البندسة التفاضلية؟ 
الإجابة على هذا السؤال تتضح مما يأتي : 
أولاً : ماذا تعني الهندسة التفاضلية : 
١‏ البندسة التفاضلية تعني بدراسة الخواص المحلية والموسعة للمجموعات التفاضلية 
(المنحنيات والسطوح) # الفراغ الإقليدي. 
٣‏ الندسة تعني بدراسة الخواص المستقلة عن أي نوع من التحويلات (أي التي لا تتغير 
بالتحويل من مكان إلى آخر داخل الفراغ). 
۳ التفاضل يعني بدراسة الخواص ال محلية عن طريق المشتقات التفاضلية. 
؛. كثير من النتائج المدهشة ظهرت من الخواص اللاتغيرية المحفوظة بالتساوي القياسي 
E‏ 
Cx‏ 7 0 
0. البندسة التفاضلية الخارجية تعني بدراسة الشكل من على بعد (خارج الشكل) أي 
كما يراه راصد خارج الشكل بينما البندسة التفاضلية الذاتية (المحلية) تعني 
بدراسة الشكل كما يراه راصد على الشكل نفسه. 
1 جاوس بين أن الخواص البندسية المحلية تظل لا تغيرية طالما المسافة على السطح 
(ليست 2 الفراغ) تظل لا تغيرية. 
۷ ريمان عرف السطح بدون النظر الى فراغ يحتويه واستنتج خواصه المحلية من تعريف 
المسافة على السطح. 


آل سس 





وكذلك تساوي المشتقات المختلطة ( 


.) 


۸ السطوح والمنحنيات هي مجموعات نقطية من الفراغ الثلاثي نحتاج لدراستها لمؤثر 
(دالة) يقوم بعمل بارامترية لبذه المجموعات حتى نتمكن من دراسة هندستها 
وتكون النتائج مستقلة عن التمثيل البارامتري كما هو موضح 4 شكل .)1١2١(‏ 

4 البندسة التفاضلية تهتم بالفروق الأساسية بين خواص حركة نقطة مادية وحركة 

٠‏ حركة الجسم المتماسك لا تنتمي للفراغ الإقليدي. وبالتالي نحتاج مفاهيم هندسية 
غير إقليدية (هندسة تفاضلية) لوصف البندسة المصاحبة لحركة الجسم المتماسك 
بغض النظر عن مسببات الحركة (هندسة فراغ الشكل للانسان الآلي). 

ولذلك تُعرف البندسة التفاضلية بأنها دراسة الأشكال والمواضع البندسية 

باستخدام حساب التفاضل والتكامل وما يرتبط بها من جبر وتوبولوجي. 

١‏ البندسة التفاضلية تهتم بالدالة أو الدوال التي تولد عديد الطيات (منحنى أو سطح) 
وهذه الدالة مجالبا قد يكون مناطق بها “شاعين أو طيات أو نقاط شاذة والتجاعيد 
يتم وصفها من خلال دالة تفاضلية وهي دالة الانحناء التي من خلالب! نستطيع 
التمييز بين شكل وآخر مثل اختلاف بصمة الأصبع 4 الكائن الحي حيث تتضح 
المنحنيات المختلفة التي تغطي السطح مثل المنحنيات البارامترية والتقاربية والإنحنائية 


والجيوديسية وغيرها. 


ثانياً: الهندسة الداخلية والخارجية : 
نعني بالبندسة الداخلية والخارجية كل المعاني البندسية التي ترتبط بالمشتقة 
الأولى والثانية على الترتيب. ونعني هنا كيفية تحديد شكل السطح أو المنحنى أو 
الطريقة التي ينحني بها ويتضح ذلك من العرض الآتي: 
اهتم جاوس 081155 بانحناء يتعلق بالتقعر والتحدب °01°4۷8 41d‏ 0001/62 
والاستواء والتقلطح اسماه بالاتحشاء الجاوسي. الأنحتاء الجاونني خاصية ذاتية 
intrinsic property‏ لأنه يعتمد على المشتقات التفاضلية الأولى للسطخ أي على 
الأطوال للمسافات القوسية والمساحات للمناطق المجعدة والزوايا. الانحناء الجاوسي 


يمكن ملاحظته من خلال راصد 005615761 على السطح نفسه. 

البندسة الذاتية تهتم بالخواص التي لا تتغير على السطح تحت تأثير تحويلات 
التناظر الأحادي أو التساوي القياسي ويتضح ذلك 2 صيغ فرينية ۴۲۴۸۴۲ للمنحنى. 
الانحناء الخارجي (اللاجوهري) ex(ri1SİC CUFVaU1€‏ للمنحنى (عديد طيات يعده 
واحد) هو أول نوع تمت دراسته ‏ صيغ فرينيه ‏ الفراغ الشائي والثلاثي. الانحناء 
المتوسشط هو اتا يراه الزامتدامين شار السطع وهو اهم توع من الاخناءات نظراً 
لاستخدامه ب كثير من التطبيقات. الوصف الطبيعي للسطوح عند إنحنائها 5610108 
أو ثنيها بدون تشويه 0610111311011 (فيما عدا الخصائص التبولوجية) يعطى من خلال 
الانحناء ‏ وبالتالي علينا التعامل مع البندسة الذاتية (الداخلية أو الجوهرية) للسطح 
بدون اعتبار للفضاء المحيط بنا. الانحناء الجاوسي يوضح متى يمكن للسطح أن ينحني 
اتن اش لخر (الأسطوائة و اتوي اننا التحتى هوا اتتام حارج يكيرنا عن 
الطريقة التي يميل بها المنحنى على اتجاه ما ج الفراغ والانحناء الجاوسي خاصية ذاتية 
تبقى كما هي طالما لم یشوه بمغير بعد أو تحويل تماثل 1101101 010110111© ل 









الحالة العامة. 

سطح 

(x ,Z) 
(x2 ( 
5 
R? 
| U4 
14 R 
مؤثر البارامترية‎ :)۲.١( شكل‎ 


ظ 


)١(نيرامن‎ 

(9) اغ ففرا لكل مين 

(1) هندسة إقليدس. 

(11) هندسة لوباتشفيسكي. 

(111) هندسة ريمان. 
(۲) مسلمة التوازي لعبت دور هام تصنيف البندسات ‏ وضح ذلك5. 
(؟) ماذا نعني بالبندسة الذاتية (الداخلية)؟ 
)٤(‏ اشرح برنامج كلاين الموسع لتصنيف النماذج البندسية. 
(4) وضح بمثال كيف أن نوعية العناصر البندسية للفراغ تختلف من فراغ إلى آخر 

بحيث تتوافق مع نظام المسلمات 2 الفراغ. 
(1) وضح القصور 2# هندسة إقليدس. 
(۷) وضح أن الفراغ المجرد هو صلب التطبيق 2# الحياة. 
(۸) وضح كيف فسر بلترامي البندسة اللاإقليدية. 
(4) هل البندسة الإسقاطية نظام مسلماتي؟ 
)٠١(‏ وضح معنى استقلالية مسلمة التوازي؟ 
)١1١(‏ أذكر فرضيات ارشميدس ووضح كيف أنها عالجت القصور 4 'أصول اقليدس. 
SENS NSS EES ESOS‏ حملت 
التوازي بے كل منها من خلال الأشكال. 

(1) البندسة الإسقاطية أم البندسات ‏ وضح ذلك؟ 
)١4(‏ عرف البندسة التفاضلية. 
(14) عرف كل من البندسة الذاتية والبندسة الخارجية. 


(17) وضح مدى أهمية دراسة البندسة التفاضلية. 


يي الي 


الباب الثاني 


نحليل الدوال الانجاهية 
Vector Fields Analysis‏ 

محتويات هذا الباب سبق وآن درسها الطالب ك الجبرالخطي وتفاضل 
وتكامل )٤(‏ والبندسة التحليلية وهنا قمنا بكتابتها بأسلوب يتناسب مع موضوعات 
الكتاب وبالتفضيل فإن هنذا الباب يحتوى على البندسنة التحليليئة للفراغ الإقليدي 
وتحليل المتجهات والدوال الاتجاهية وكيفية تفاضلها وتكاملها وكذلك تعريف 
الراسم التفاضلي وعلاقته بمصفوفة جاكوب والفراغات المماسية وعرضنا نظرية 
الدالة العكسية والدالة الضمنية. 


('ء٠)الفراغ‏ الإقليدي ° £ Euclidean space‏ 
دون الخوض 2 تفاصيل أنواع الفراغات والتي أمكن تصنيفها إلى نوعين 
رئيسيين إقليدي ولا إقليدي وببساطة شديدة يمكننا تعريف الفراغ الإقليدي ذو الثلاثة 
أبعاد والذي يرمز له بالرمز” / على أنه جميع النقاط البندسية [8) والتي تمثل من 
خلال مجموعة كل الثلاثيات المرتبة (* ×,” ×,' «) وباختصار ( ' ×) وهذا يعطى من 

خلال راسم تناظر أحادي 
+E?‏ 2 »ا 8 »ا © - 3ه 
أي أن كل نقطة هندسية ۶ يمكن تمثيلها كالآتي : 
R‏ ع P = (x'),i = 1,2,3 , Vx‏ 
حيث 8[ مجموعة الأعداد الحقيقية. 


مجموعة النقاط [ © ٤‏ ( ' *) = ×) يعرف عليها دالة القياس <,> لبذا الفراغ حيث 


(2.1) 2 و5 د > 


ا بحيب 


ومنها يعرف البعد بين نقطتين نإ ,× كالآتي : 


(2.2) ۴ر - أ ]= < برد ×ور- ×> 


i =1 

ومن هذا العرض نكون قد عرفنا الفراغ الثلاثي الإقليدي بأسلوب بسيط والذي تتحقق 
هله خاسية الغوازي امكروفة:وباسلوب أك ر دف يرف الشراء العلا لوقاف غلى 
أنه فراغ اتجاهي معياري بعده 3 معرف على حقل الأعداد الحقيقية أي أنه فراغ 
اتجاهي له أساس معياري متعامد. 

ويتبقى لدينا كيفية تمثيل ووصف هذا الفراغ من خلال الثلاثي ( ' *) والذي فيه 
تسمى ' * بالإحداثيات الكرتيزية والتي يمكن وصفها ب2 الفراغ على أنها الأبعاد 
العمودية عن ثلاث مستويات متعامدة مثنى مثنى؛ هذه المستويات تسمى بمستويات 
الإحداثيات 519865 000101086 والأبعاد الثلاثة العمودية تسمى بإحداثيات النقطة. 
المستويات الثلاث بإ 12 2 نرمز لہا بالرموز 11, ۷» ۷ على الترتيب وتقسم الفراغ 
إلى ثمانية أجزاء منفصلة كل جزء منها يسمى ]001811 ونوضح ذلك من خلال شكل 
)١1.0‏ والجدول (۱.۲). 





y عمقام-2‎ 0 
x z-plane ا‎ 





Signs of Coordinates 


Octant | x | py | 2 


1 د 
- 4 : 
- + 111 
+ + 





جدول (۲۔۱) 


المستويات ٣۴٤1‏ ,7 ,7# تسمى مستوى المسقط الأفقي 110112011181 والرأسي 
1 ومسقط الشكل (الہيئة) ۴۲٥۴1۴‏ على الترتيب كما هو موضح 4 شكل 
(۲.۲). وتتحدد النقطة 5)4,0,٤(‏ 4# الفراغ كما هو موضح 2 شكل (۲-۲) من خلال 
رأس ب متوازي المستطيلات الذي أوجهه توازي المستويات الإحداثية: 


)١7١١( شكل‎ 








خطوط تقاطع المستويات الإحداثية ” تسمى بالمحاور الاحدائية والتي یرمز لہا 
بالرمز ' × وإذا أخذنا متجهات الوحدة ,© 4 اتجاه المحاور ' × فإن أي نقطة 7/ تمثل 
بالثلاث ی( ع« ويكون متجه الموضع لبا هو oP‏ ويكتب على الصورة (الوضع 
القياسي :(Standard Position‏ 

oP = 2 x' e, 
i =1 

حيث نقطة البداية نقطة الأصل 201121 1211181 ونقطة النهاية 2 0124م terminal‏ 
والمجموعة [,2) هي الأساس المعتاد أو القياسي للفراغ الإقليدي» ولتوضيح الوضع ب2 
الفراغ للنقطة نقدم شكل (1.1): 





)١7( شكل‎ 


ملاحظة ( ١.١‏ ): 
أو من الأو تقصاهدا ان ترون ج دااع 2ا و انوت 
أينشتين الأختزالي الجمعي ويتلخص الأسلوب ‏ الآتي : أي صيغة من الصيغ المشتملة 


جح 0 ليسم 


على رموز ذات ترقيمات سفلية وأخرى علوية» إذا ظهر رمز وقيم متغيرة مرة بأعلى 
واخوف اسل فاو هذا يط ظقاتيا عة خنع ل اله يفا نظاق اتوي السود 
ترمو فكلا 

ab, +,‏ + ط'a‏ = ,طأه. وهكذا 
ولأي متجه ( '4) = 4 فإننا نعرف '4 على أنها مركبات المتجه 4 والزوايا '» بين 
A‏ الاتحد افاي زم E‏ 4 جيرف لاد 
تسمى جيوب تمام الاتجاه للمتجه 4 ويرمز لبا بالرمز ':050© وعليه فإن الاتجاه 1 


والذي يسمى جيوب تمام الاتجاه 20511©5) 10116011011 يعطى من 
i 1 Xx‏ 
e, , COS d' e ,4 =) (‏ اله L=cos‏ 


المقدار | 4| يسمى طول المتجه 4 حيث 
(2.3) خانم =4 
مشال :)۱١۲(‏ ۰ 
أثبيت أن 1[ = ابن cos”‏ 2 
85 
الحل : 
بوضع ,€ 50م =( أنه 5مع) = ,€ |e,,‏ 4 =4 نحصل على المطلوب. 


وإذا كان 4 متجه وحدة فإن مركباته هي ٥08 ٩‏ على امتداد محاور الاحداثيات 
ونوضح ذلك من خلال شكل (1.5): 





(0,/, ج) 7 


شكل (۲۔٤)‏ 
ولتوضيح المسافة بين نقطتين (, 2,, لأر )11 ,( 2د 203:17 1 نقوم برسم 
مستويات توازي مستويات الإحداثيات وتمر خلال النقاط M1,‏ , د ونحدد 
النتقاط ()2, ررر *) > ;1 .( 2 لر *), M1‏ . النقاط M,, M1,‏ ى كال 
تكون مثلث قائم الزاوية وكذلك النقاط ,14 ,14 ,4ل تكون مثلث قائم 
الزاوية. 
وبتطبيق نظرية فيثاغورث 11601612 5380162311/ا2 نجد أن : 


d(M,,M;) = (d(M, MM; + 2 (MM) )2.4( 
d(M M;) = d(M,,M 4) + 4 (MM) )2.5( 


ومن شكل (0۲) نجد أن : 
d(MM;)= |2, -2 | )2.6(‏ 


وبالتعويض من (2.5) ,(2.6) 2 (2.4) نحصل على الصيغة (2.2) التي تعطي المسافة 
بين نقطتين. 


ظ 6 





)٥.۲( شكل‎ 


مشال (۲۰۲): 

المتجه ۸4 يصنع زاوية 60 مع محور ×0» محور (0» ما هي الزاوية التي 
يصنعها مع محور 02 ٩‏ 
الحل: 


1 1[ . 
حيبت أن 60 cos a = cos a? = cos‏ 
وبما أن 1= أنه :05 ر( 
2-3 د1 2 
a =|‏ :ومن + ان 90 0 


1 
نها د Sg RS‏ 
ومنها نحصل على 2 د 2 


< 24 32135 
ان = اه أو 2ت كما هو موضح ب شكل (1) 


2 





)1 ١ شكل‎ 


مثال(0؟): 
٠‏ إذا كانت 7,/ ,ه هي الزوايا التي يصنعها متجه مع محاور الإحداثيات: 

ماذا عن المقدار / 67أو + 8 مزو+ به “مزو؟ 
الحل: 

استخدم العلاقة بين جيب وجيب تمام الزاوية ومتممتها نحصل على 

sin a + sin? Û + sin y =1 

:)2.١(لاثم‎ 

هل جيوب تمام الاتجاه وحيده؟ 
«إرشاد: أنظر مثال (۲۔۲)) 
مثال ( .۲)۵ 

ماذا نفهم إذا قلنا أن الزوايا التي يصنعها متجه مع محاور الإحداثيات متساوية؟ 
موضحاً ذلك بالرسم. 
مثال 7.7 ): 

أوجد جيوب تمام الاتجاه للمتجه المبين بالشنكل 





شكل (۲۔۷) 


نقطة تقسيم المسافة بين نقطتين 

نقرض أن (, 2 ل ,| 3) 44 ؛ (2,ر ل ,د *), 14 هما نقطتي النهاية 
للقطعة مستقيمة ر 1 1 وأن (2, ,)11 نقطة تقسم المسافة ر 1 آل بنسبة ۸ : ٨1‏ 
من ناحية ,14 وإذا كان ر۲ ,۲ ١,‏ هما متجهات الوضع للنقط ر1 , M , M1‏ 
على الترتيب كما هو مبين 2 الشكل (۸.۲). 


2 
M M 





نمضن © وحدة اا نذا اتهام لق 14 52 


r=r+tme,r=r+ne 


وبحذف © نحصل على : ومح + (=r‏ —+]) مر آو ما يكافئ : 
n‏ 7 


EOL RRL 2.7 
m +n 


حيث ” متجه الوضع لنقطة التقسيم. 


العلاقة (2.7) تشير إلى أن نقطة التقسيم ۸1 لبا الإحداثيات 


7*7 tmx, ny, + my, 2-27 + m 


M( “2) )2.8( 


m+n `” م ل وو‎ ` m+n 


وإذا كانت 7 : 7# تساوي 1 : ۸ فان : 


و2 6 + ,2 وبزرع + ريز Xx, tkx),‏ 


1 : 2.9 
kK + [ k +1 FEE 89 


04 


وإذا كانت 1 = ۸ فان ۸1 تسمى نقطة التنصيف 701114 17210016 حيث 


) و2+2 ول + J‏ و2 + )2 
9 0 


2.10 
2 2 2 0 


M( 
إذا كانت 0 < ۸ فإن النقطة 11 تقع على القطعة المستقيمة ر ۸1 1 ويسمى التقسيم‎ 


داخلي 011715108 yااوintern‏ أما إذا كانت 0 > ۸ فإن النقطة 4/ تقع خارج القطعة 
المستقيمة ر 1 1 ويسمى التقسيم خارجي .externally divisi0¬‏ 


CC 


(".؟ ) نعليل المتجهات 221215515 Vector‏ : 

لتسهيل أسلوب الدراسة داخل هذا الفراغ نقوم بعرض نظرية تحليل المتجهات 
أي العمليات الجبرية والمعاني البندسية التي ترتبط بالمتجهات. 
تعريف :)1.١(‏ 

يعرف a a‏ العناقئ لشعيين: Ey AB SO‏ 
یرمز له بالرمز < 8 ,4 > أو 8 .4 كالآتي 

3 
ABA 57 )2.11(‏ 
i =1‏ 
الرمز < > أعم لأنه يشير إلى الضرب الداخلي والضرب القياسي حالة خاصة (أنظر 
فراغات الضرب الداخلي 2 الجبر الخطي). 
تعريف (۲۰۲): 
يقال لمتجهين 8 , 4 متسامتين (منطبقين أو متوازيين) إذا كان 
0 عد 4م, 4 2 - 8 

خصائص حاصل الضرب القياسي 

للمتجهات € ,8 ,4 تتحقق الخواص الآتية : 
)١(‏ خاصية التعامد : <A, 8 < - 018 4 =0or B =0 orA LB‏ 
۳) خاصية التمائل : <4, 8> = < 4,8 > 
(۳) خاصية التوزيع ٠:‏ <©6,م>+< 8, 4م >- < 0+ 4,8 > 


: خاصية الضرب بے عدد قياسي‎ )٤( 


> 8 <-> عن ل‎ <- <A, B>, VaeR 


ححتهة و 


اسه اتعاسية | 


من الآن نتفق على أن نكتب رمز المتجه بالرمز 4 بدلاً من 4 . 
مثال 77 ): 


أثبت أن 6 => © ۴> حيث o,‏ تسمى كرونكر دلتا وتعرف كالآتي 
lj, V i =j‏ 
/ :5 =0 
ر عد Vi‏ ,0 ش 


المتجهات ,© عيارية متعامدة لأنها تكون أساس للفراغ الإقليدي العياري £ 
ومنها نحصل على المطلوب. 0 
ˆ تعريف "0١١‏ ): 
1 تعرف الزاوية بين متجهين على أنها الزاوية ‏ بين المتجهين 8 ,4 والتي تعطى 
بالعلاقة 


الحل: 


3 
cos $= 3 cosa’ cos ' 
i =1 


حيث 6 COS‏ و cose’‏ هي جيوب تمام الاتجاه للمتجهين 8 ,4 على الترتيب. 


مثال(.م): 
أثبت أن 
(2.12) ع ف f‏ 
> 8,8 > << 4م ,4 > 
الحل: 


الاتجاه نحصل على المطلوب. 


r e 


ملاحظة ( ۷ء۲ ): 
إذا كانت 0< < 4,8 > فإن © زاوية حادة. وإذا كانت 0 >< ۸4,8> 


فإن 6 زاوية منفرجة حيث 6054| 4||8| -< 4,8 > 


ونعطي الآن تطبيق على حاصل الضرب القياسي: 
(١(‏ المساقط العمودية Orthogonal Projections‏ 
(۱) إيجاد طول مسقط متجه 4 على اتجاه معلوم 8 ويرمز له بالرمز ( 4) ۶ ويعطى 
من 


<A, 8 > B 
2 <A ال 3 وى © و ىم و‎ 


- 23 
lB | ]8 | 6 


P,(4)= 


والمعنى البندسي للمقدار ( ۶)4 هو مركبة المتجه 4 التي توازي المتجه 8 كما هو 
واضح 4 شكل .)٩۹-۲(‏ 





شكل 17) 





A 
ون ل الل رول ارايو د‎ 
8 41| 


e APE 
.. ۶, )4( = 


لاحظ أن طول المسقط يكون موجب أو سالب على حسب الزاوية © حادة أو منفرجة 


ام( 0 





)٠١37( شكل‎ 


وكذلك فإن طول مسقط المتجه 8 على المتجه 4 يعطى من 


A4 


4 < ظرك > 
|4| 


4| 


P,(B)= <B,e <, €, = )2.15( 


من (2.15) ,(2.13) يكون لدينا المتساوية التي تعطي العلاقة بين أطوال المتجهات 
ومساقطها على الصورة : 
Pa(4) _ |4|‏ 


2.16 
P,(B) |B| 2 





من (2.15) ,(2.13) يمكننا كتابة المسقط كمتجه على الصورة : 


Pg(4)= P,(4 Jes =< A وموع-< و©,‎ 





NEA 
P,(B)=P,(B رع(‎ =<B,e, ب©<‎ 
۰ :)۹.۲( مثال‎ 
أوجد طول مسقط المتجه (1,3,5) < ۷ على المتجه الذي يوازي المتجه‎ 
.4 = )1,-2,2( 


(إرشاد: أوجد طول u‏ وأوجد ,€ واستخدم العلاقة (2.15)). 


اء( 


(۲) مسقط متجه على مستوى 7 هو البعد بين مسقط بدايته (نقطة) ومسقط نهايته 
(تفجلة) وهو وة اتا gen;‏ سي نفك مفو Ê‏ على لسعو اوه 


| ۴ | ويعطى من | .1 | = 056 | F‏ أحيث 0 هي الزاوية بين “1 والمستوى نود 





)١١7١( شكل‎ 


:)٠١.7(لاثم‎ 

ب2 الفراغ الثلاثي” ٤‏ إذا كان لدينا أساس معياري متعامد 5356 01150801121 
(,©) أي أنه يحقق ,0 - < ,©,,©> وارتبط الثلاثي [ ,1# مع الثلاثي [ ,©) 
بالتحويلة الخطية ,4= ,8 فإن الشرط الضروري والكا كي تكون 
المجموعة (,) أساس معياري متعامد للفراغ ٤‏ هو أن مصفوفة التحويل ( /2) 
لرن ممودية وم الظالات قات ذاه كف نة (قراعات الضرب اند حلي دة 
الجبرالخطي). 
(إرشاد: من الجبر الخطي المصفوفة 4 عمودية إذا وفقط إذا تحقق" 4= '4 أو 
(DetA = +1‏ 
مثال (۱۱.۲): 

عين الزاوية € 84 = © حيث (2,1,2) = 2,2,1(,6) = 8 , (1,1,1) = 4 


الحل: 
نعين أضلاع الزاوية (نصف متجه أو شعاع بدايته نقطة 4) كالآتي: 


-oA4 = (1,1,0),‏ همع +oC - )1,0,1(, AB‏ ممح AC‏ 
وبالحساب العادي نجد أن 
1=> 18,6 >,2/. - |46 ,2ل - | 8لا 


<AB,AC > 


|. 


ومن العلافة 
نجد أن 
1 
O a‏ 
3 2 


كنا روش یکل 5 





شكل (۱۲.۲) 


ملاحظة ( ۲۰۲ ): 
مسقط المتجه 4 على المتجه 8 هو متجه P,(4)‏ ويعطى من 





7 > 7 رك >- 7 (4) رط = P,(4)‏ 


حيث 4 وحدة المتجهات 3 اتجاه 8 . 


2-5-5-5 








ومن شككل د أن الک ل معيو اه و علن 
8) وجزء بے اتجاه عمودي على 8 ونرمز له بالرمز 4ى 0747 أي أن 

4A = P,(4) + orth;(4) )2.18( 

(تحليل عمودي) (أنظر الجبر الخطي) 
مثال (۱۲۰۲): 

أوجد (2,)4 , (4) ,018 إذا كان (4,1-,8)- 1(,8-,2,3)-4 


الحل: 
من العلاقة 1< 1 رك > - ( 4) ,ا حيث 
ل 2 0 - كك 4 2 u‏ أ > 
<B,B>™ 9 99‏ 3 
4- 8 س 
نحصل على 2 P, (4) = e 27 ١‏ 
١ - 55 -28‏ . 

وكذلك 5 57 5 = orthg(4) = A4 - P,(4)‏ 
ويمحكن أن تتاك من 4)>=0( orth,‏ , (4) رط > 
(؟)الإحصاء 


حساب معامل الارتباط 00611121611 correlation‏ بين الأطوال والآوزان 
لعدد 7 شخص قمثلا نفرض أن وزن الشخص رقم / هو , ١۷‏ وطوله ,/ والمتوسطات هي 
W‏ ,۸ على الترتيب. نعتبر المتجهات 
H = (h, -h) , = 010 -W )(‏ 














إذا اقل ا ا و ا اد والاوز ان يقطئ من 


e ةله‎ )2.19( 
<H,H > <W,W > 


ويعرف على أنه جيب تمام الزاوية بين المتجهين 77 ,17 ب2 فراغ بعده 7 ومن هذا يتضح 
معنى أن معامل الارتباط أقل من أو يساوي الواحد حيث أن مقياس جيب تمام الزاوية 
دائماً أقل من أو يساوي الواحد. 
تعريف :)٤۲(‏ 

الأساسان ( ,© = ©,( ,۷]) = 1 » حيث ,۴ 4= ,1 يكون ليما نفس 
الوضع ب الفراغ إذا تحقق 0 <(/4) 1064 = 4 ويكونا منمكسان 2 الفراغ إذا 
ڪان 0<) et (a;‏ = 4 . و2 الحالة التي يكون فيها 0 < ۸ تا 
المتعامد بالثلاثي اليميني حيث المصفوفة ( /4) مصفوفة عمودية وهي مصفوفة التحويل 
الخطي من £ إلى نفسه وتحول الإطار © إلى الإطار 4 وتسمى مصفوفة الدوران كما 
هو موضح ‏ شكل .)١1١2(‏ 
بالطبع إذا كان الدوران بين €٠€,‏ يجعلنا نسير ل اتجاه عكس الاتجاه ,© فإن 
الثلاثي يكون بك هذه الحالة بريمة يسارية والثلاثي يسمى ثلاثي يساري كما هو 
موضح ا شكل (۱۳.۲). 





Right hand screw (A > 0) 
1 
)۱۲.۲( شكل‎ 


ظ 6 


6 


بربمة يسارية 





left hand screw (A < 0) 


شكل (۱۳.۲) 
وسنتفق طوال الدراسة على أن الأساس المختار هو الأساس المعياري المتعامد ويكون 
بريمة يمينية ونكتفي بكلمة ثلاثي لنعنى أساس معياري .orhtonormal basis‏ 


تعريف ().ه ( 


يعرف حاصل الضرب الأتجاهي ]1001م Vector‏ أو Cross product‏ 
لمتجهين 4» 8 والذي یرمز له بالرمز 8 × 4 ؛ على أنه 
A4xB -> 4 4 <> 8,8 > sinî (2.20)‏ 





|B | 506 


)۱٤.۲( شكل‎ 


حيث © هي الزاوية بين المتجهين. 8 , 4+ 7 متجه الوحدة ‏ الاتجاه العمودي على 
المستوى الذي يحتوي المتجهين 8 ,4 ويكون طول المتجه 8× 4 هو 


sin 6‏ ”> 8,8 >؟< هم 4 >- *> <AxB ,AxB‏ 
|B| sin @ )2.21(‏ | 4| = 
والذي نرمز له بالرمز| 8 × 4| ولبذا الطول معنى هندسي وهو أنه مساحة متوازي 
الأضلاع 13181161081812 المنشأ على المتجهين المتجاورين 4,8 أي أن 4,8 متجهين 
اتجاهية.والضرب الاتجاهي يحقق الخواص الآتية: 
exe; =€, i <j © e, xe, =Û , Vi‏ 
A xB‏ 


0 0 


4 B 


حد 
ات 


AxB 
)٠۵.۲( شكل‎ 
وإذا استخدمنا مجموعة التباديل على المجموعة (1,2,3) فإن ,© £ = ,€× ,© حيث‎ 
تساوي 1 أو 1- فيما إذا كانت المجموعة (/,//) تبديل زوجي أو فردي من‎ © 
المجموعة (1,2,3) على الترتيب وهذا يمكن الحصول عليه بسهولة بالتحقق أولاً من‎ 
الخشواكضن ال‎ 


(i) AxB=-BxA , A4xA4=0 


سس 


المندسة التفاضلية 


أى أن خاصية الإيذال غير محقعة 
(i) AxB=0 if 4=0 or B =0‏ 
أو ا 4 يوازي المتجه 8 ويحاول الطالب إعطاء تفسير لذلك باستخدام تعريف 
التوازى؟ 
008 الدمج القياسية (Scalar associative property)‏ : 
(iii) (a4)xB =A x(a B)=a (Ax<B),aeR‏ 
خاصية التوزيع :(Distributive property)‏ 
(iv) Ax(B+C)=A4x<xB+A4Ax<C‏ 
مثال (۱۲۰۲): 


إذا كان ٤, , 4 =۵ ٤,‏ 'ط= 8 أثبت أن 


€ €, @; 
AxB =Det la a aq )2.22( 
مم‎ 0 8) 


الحل: 
باستخدام خواص الابدال والتوزيع نحصل على : 
AXB =a'e, xb'e, = (ab -a'b')e, xe,‏ 
iJ‏ 
((a'b’' -a'b')e,)‏ 3 
اع Jci.k‏ 
رع kK‏ 


وباستخدام خواص المحددات يكون لدينا 


A xB =(a’b’ - ab” )e, + (a b' -a'b* )e, + (a'b ` -a’b' Je, 


او) ا 


إشارة حاصل الضرب الاتجاهي يمكن توضيحها وتحديدها عن طريق قاعدة اليد 
اليمنى كما ة شكل 117١‏ ). 


3 U XV =-V XU 4 


)١1737١( شكل‎ 
:)۱٤۲( مثال‎ 


إذا كانت 6 هى الزاوية بين متجهين 1,۷ غير متعامدين» أثبت أن 


ju x» | 


tan @ = )2.23( 


> نار ا > 
الحل: 
من تعريف حاصل الضرب القياسي والاتجاهي (بالقسمة) ينتج المطلوب.. 

تعريف (1." ): 

يعرف حاصل الضرب الثلاثي القياسي 717001001 502131 111016 للمتجهات 4,8,0 
على أنه حاصل الضرب القياسي للمتجهين 8 × 4 , ). أي أنه < ©, 8<ا 4 > 
والقيمة المطلقة له (القيمة الموجبة) تساوي حجم متوازي المستطيلات المكون بهذه 
المتجهات الثلاث باعتبارها ثلاثة أضلاع متجاورة. وعلى الطالب أن يرى ذلك بنفسه ؟ 


ا 


(تمرين للطالب) كما هو واضح 2 شكل (۱۷.۲) حيث الارتفاع هو 050 | 4 |= ۸ء 
مساحة القاعدة هي | ')<< 8 | و © هي الزاوية بين المتجه 4 والعمودي على القاعدة. 


5 x<C 





شكل )١77١(‏ 
مثال (106.7): 
0 -< ©6,( 8 × 4) > أي أن حجم متوازي المستطيلات يساوي صفر (لا 
يوجد مجسم) إذا كان أحد هذه الحالات محقق : 
(1) أحد المتجهات الثلاث متجه صفري. 
(11) متجهين من الثلاث متجهات متوازيين. 
(111) المتجهات الثلاث تقع 2 مستوى واحد (توازي مستوى واحد). 
الحل: 
متروك للطالب ڪتمرين. 
وحاصل الضرب الثلاثي القياسي له الخصائص الآتية: 


)(  <AxB,C >=<4,(B xC)> 
(i) <AxB,C >=<B,Cx<xA4>=<C,A4 xB > 


وللتحقق من صحة المتساويات (11) ,(1) نستخدم خواص المحدذات. 


مثال (1".7): 

إذا كان لدينا ثلاث متجهات 1,2,3= #,( /47) = ,4 فإن حاصل الضرب 
الثلاثي القياسي هو < و4 × ر4,,4 > ويعطى من ( /4) 0٤1‏ والذي يكتب أحيانا 
بالشكل [ و4 ,4,,4] ويعطى من العلاقة €٤ (a)‏ = [ ركو روكى 4] وهو محدد 
المصفوفة ( /©) وعلى الطالب أن يتحقق من ذلك بنفسه (تمرين متروك للطالب)؟ 
مٹال (۱۷.۲): 

بين أن 0 < ]4,8,€٤[‏ أو 0 > [) ,4,8] اذا كان 8 × ل, €٥‏ متجهان 2 
اتجاه واحد أو بے ناحيتين مختلفتين على الترتيب. 
الحل: 
7 يمكن التأكد منها باستخدام العمليات الأولية المسموح بها على صفوف 
المصفوفات وكذلك خصائص المحددات. 
ومن الخصائص السابقة نكون قد برهنا النظرية الآتية: 
نظرية :)١.١(‏ 

الشرط الضروري والكا2 كي توازي المتجهات ,4 مستوى واحد (أو تقع 2 
مستوى واحد) هو أن يتحقق 0 > [و4, وك ك] 
مٹال (۱۸.۲): 

أوجد حجم البرم الذي يتكون من المتجهات ,4. 
(إرشاد: استخدم المثال (1775)). 
تعريف:؟.7): 

المتجهات 2 النظرية السابقة يقال أنها مرتبطة خطياً أما إذا خان 
0 2[ رق وى 4 نمي المتجهات القلاث مستفلة خطيا. 

من هذا التعريف يكون لزاماً علينا أن نعطى تعريف الاستقلال والارتباط 
الخطي لمجموعة من المتجهات 2# الفراغ الاقليدي ٤"‏ (من مقرر الجبر الخطي) 
كالآتي: 


ل يس ا 


إذا كان لدينا 77 من المتجهات يك 1,2,...,72 > © 2ق الفراغ ”ل فيقال 
أنها مرتبطة خطياً Linear[y depend‏ . إذا وجد 77 من الأعداد “ ۸ ليست 
جميعهاأصفارا بحيث 0 = SKA,‏ وإذا كانت »0,۷ = “ ۸ فيقال أن 

a= 

المتجهات ,4 مستقلة خطياً 120676206124 yاLinear‏ . وإذا كان أحد المتجهات 
۾ 4 متجه صفري فإن المتجهات 0 ۷ ,4 تكون مرتبطة خطيا. 

خواص الارتباط والاستقلال الخطي + الفراغ الثلائي تعظى من خلال حاصل 
الضرب الثلاثي القياسي بالنظريات الآتية : 
نظرية (۲.۲): 

المتجييق ران 4 مومظ ان خا ا وة ك 0 > 45 م واو 2 
هذه الحالة يقعان على مستقيم واحد أو متوازيين (البرهان متروك للقارئ واستخدام 
خواص الضرب الاتجاهي). 
نظرية (02؟): 

اا :”اوراز اهدو ر ا كان دقل 
0 >[ وك ورك.,رك] والمتجهات 2# هذه الحالة تقع ‏ مستو واحد أو بصورة أخرى 
يمكن التعبير عن أحدهما كتركيبة خطية من الأثتين الآخرين على 
الصورة ر4 ۸ + K'4,‏ = و4 حيث ”۸ ,أ۸ أعداد قياسية (البرهان متروك للقارئ 
واستخدام خواص المحددات). 
نظرية 2.0 ) : 1 

2 الفراغ ‏ £ أي أريعة متجهات تكون مرتبطة خطيا. 

الخواص السابقة للاستقلال والارتباط يمكن التأكد منها من مراجعة مقرر 
الجبر الخطي. ٠‏ 


تعريف ('.د): 

حاصل الضرب الثلاثي الاتجاهي لثلاث متجهات ,4 يرمز له بالرمز 
(4 × و ك) × 4 وهو عبارة عن متجه عمودي على المستوى الذي يشمل المتجهين 
4,4 × و4 ويحقق المتطابقة الاتجاهية 

A, * بك < ركورك > درك < بكى كل >- (بك »ا رك)‎  )2.24( 
وهذه المتطابقة لہا تطبيقات كثيرة 4 علم البلورات 4 الفيزياء وكذلك 2 الأبواب‎ 
القادمة من هذا الكتاب.‎ 
:) ١9.0 مثال‎ 

لأي متجهين 8 ,4 يمكن إثبات (متطابقة لاجرانج) 

|B | )2.25(‏ 34> قرم > + :| م » لا 
الحل : 

من تعريف الضرب القياسي < 4,8 > » الضرب الاتجاهي 8 × 4 والتربيع 
والجمع نحصل على المطلوب. 
ملاحظة ( ۲ے ): 

لأي أربع متجهات يمكن التحقق من أن 

> 4,44 >< ,4,,4<=> رك »ا وك ررك »ا كل > 9 

> وكوروك >< بكر كل > - 
j€, €, 6€;‏ [و© ;€ ,€ 
بوه يوه |x‏ يبه (ii) (4,x<4,)x<(4,x<4,)=l@,‏ 


mı ۹> 2| %4 ٩2 43 


13 - 1,( ,,@) = وك ,( ,جه) = وك ,( ريه) = رك , ( ,4) = ,4 
أو لك الصورة 


ل ا 


وك[ وكوروك ك] - بك[ ض4ررك, كم[ - زرك »ا روك ) »(رك »ا ركل) (i)‏ 
4ك[ ركمو كررك] - جك[ ركو .بل ] - 


: Vector function (Vector FieId) )الدالة الاتجاهية‎ 3١" 

A E a‏ اکن كردن 
الكميات المتغيرة ومنها الدوال 4 متغير أو أكثر. يمكننا بأسلوب مشابه جعل 
مركبات المتجه الثابت دوال وليست كميات ثابتة أي أنه 4 هذه الحالة طول المتجه 
دالة قياسية وليست كمية ثابتة» 2 هذه الحالة يسمى المتجه بالدالة الاتجاهية (الحقل 
أو المجال المتجه) وهذا التعريف ليس دقيق 2 نصه ولكن يمكن إعطاء تعريف رياضي 
دقيق كالآتي : 
تعريف (9.0 ): 

الدالة الاتجاهية (الحقل المتجه) هي راسم (تطبيق) من الأعداد الحقيقية NR‏ أو 
خن متها فد مفتوحة أو هة مغلا) إل التراغ الأليدئ * 8 بيك أنه نكن 
CR‏ 1ع ا توجد نقطة 4 2 ٤‏ = 8 كما هو موضح 2 شكل (۱۸-۲). 





شكل (۱۸-۲) 


ا ا 


فس صت ) 


ويعبر عن الدالة الاتجاهية التي مجالبا 1 ومجالما المصاحب 187 على الصورة 
f =f )( - 4) - (F(t) (Ff; )) (2-26)‏ 


:)1٠١5( تعریف‎ 

كل النقاط البندسية 2 الفراغ 5 المناظرة لقيم / € ٤‏ والمعرفة بالدالة 
الاتجاهية ر تمثل منحنى قراغ 1۲۷۴ ©5096. 1 
مثال :)7١.١(‏ 

إذا كانت الدوال ( 4),/ دوال خطية ب2 4 فإن الدالة الاتجاهية 3 هذه الحالة 
تحدد مستقيم 4 الفراغ يعطى بالدالة الاتجاهية الخطية (شكل (۱۹.۲)). 


u+a,teR )2.27(‏ عدم 


0 


د 
8| 





شكل (۱۹.۲) 

حيث ا بارامترء (,#) = 4 اتجاه الخط المستقيم و( ,4) =4 متجه الموضع لنقطة 

معلومة على الخط المستقيم ل وبالتالي معادلة الخط المستقيم تصبح على الصورة : 
)2.28( (به + بولاأ, يك + (u, + 4 lU,‏ - ( )م - م 

وبالتالي يمكن القول أن الخط المستقيم يمثل بدالة اتجاهية خطية أي كل مركباتها 

دوال قياسية خطية. وإذا كان ( ,€) هو أساس الفراغ ® فإن() £ يمحن 


لوهم سد 


كتابتها على الصورة ,2(/) ' /= (4) £ وبك هذه الحالة الدالة الاتجاهيه ترسم 
منحنى 2 الفراغ معادلاته البارامترية هي (4) ' =f‏ ' كرت ,× . 
وببساطة شديدة يمكننا تعريف اتصال الدالة الأتجاهية فيقال أن الدالة الاتجاهية 
متصلة إذا كانت كل مركبة (/) ' / من مركباتها دالة متصلة ف 1 . ويقال أن 
() £= £ تفاضلية إذا كانت كل مركبة (/)) ' f‏ من مركباتها دالة تفاضلية 
ودون الخوض بك تفاصيل التعريف الدقيق لتفاضل الدالة الاتجاهية فنكتفي بهذه 
المعاني بالنسبة للتفاضل. 
الشتفة التفاضتلية الأو ان لتؤالة الأتحاهية تعطن من 

“له لله نلك لانم د 4 

dt dt dt dt dt )2.29( 


1 
= (f (f), 7 


£) 


والدالة الاتجاهية تسمى أحياناً حقل متجه 15610 ۷6٥٤0١‏ أو مجال اتجاهي. 
يقال أن الدالة (الراسم) ”#[ جه :۸R”‏ / المعرف بالقاعدة 


f (FX 2.3 تل‎ (X برد(‎ =(Y (X PY 2(3 <Y „(x (( 


X =(X |X 3...4, JER" , y, iR" —sR,y, (x )eR 
اا ذا کا کا بك رکه ا ر مو و کا دورد‎ 
دالة متصلة.‎ ) J, :R“ حقيقية ]ج‎ 
:)۱۲۰۲( تعریف‎ 
تفاضلية إذا كانت كل مركبة من‎ / : 8R" يقال أن الدالة ”۸ج‎ 
مركباتها تفاضلية.‎ 


' 


نظرية (2.1 ): 


يقال أن الدالة (الراسم) من طبقة “') إذا كانت كل المشتقات التفاضلية حتى 


الرتبة #دوال تفاضلية. 
ملاحظة ( 6.۲ ): 
الفراغات الاتجاهية “18 » ”18 هى فراغات إقليدية. 
إذا كانت المشتقات الجزئية لس موجودة فإن المصفوفة 7< 7 المعرفة 
22 
J‏ 
حالآتي 
24 د 
0x, 0x ,‏ 
ax E‏ 5 


تسمى مصفوفة جاكوب 103111 1326001312 أو المصفوفة الجاكوبية ويرمز لبا 
بالرمز 
و OY‏ 

J, (%1..,*,)=J, (x) or Oem a) 

Xa) 
:) ١۲ ( ملاحظة‎ 

الصف الذى ترتيبه 21 مصفوفة جاكوب هو إنحدار 852016214 الدالة 

( ×) ,نز أي الصف 7 هو متجه 


يي 


EE 
ننم‎ 


711 


د 


0y 
Ox, Ox ) 


n 


تعریف :)۱٤۲(‏ 
إذا كانت 77 = 7 فإن مصفوفة جاكوب تكون مصفوفة مربعة ويكون لبا 
محدد يسمى محدد جاكوب ]061611212312 20001311 ل. 
محدد جاكوب عند نقطة 7 يعطي معلومات هامة عن سلوك الدالة #رحول تلك 
النقطة ونوضح ذلك من خلال ما يأتي: 
نظرية ٦.۲(‏ ): 
إذا كانت ”18ج :R‏ ر دالة اتجاهية لبا مشتقات تفاضلية متصلة 
differentiable‏ 000112110115179 فتكون قابلة للعكس »1217610116 إذا كان 
محدد جاكوب مختلف عن الصفر. 
ملاحظة ( 7١‏ ): 
إذا كان محدد جاكوب موجب (سالب) عند نقطة م فإن الدالة “رتحفظ 
(تعكس) التوجيه 0116118]1011. 
ملاحظة ( ۸.۲ ): 
القيمة الموجبة (المطلقة) لمحدد جاكوب عند نقطة 2 تعتبر معامل تمدد أو 
تقلص للحجم بالقرب من 7 وهذا يفسر لماذا يستخدم 4 تغير الإحداثيات أو التكامل 
بالتعويض. 
مثال 71.١‏ ): 
بين أن التحويل 
13ج :R‏ “رحيث 
ووو لو )ج ( عوج 36و 036 


ور - و( و تر 2512036 - ث2 × 4= رلور 6د - 14 


يعكس التوجيه بالقرب من النقطة (و ×رر ×و, ) حيث ر ×ور× متحدي الإشارة. 


الحل: 
محدد جاكوب يعطى من 
0 5 0 
0< رع «40- =| ); ر COS(X‏ ري Det) 8x —2x,cos(x x) —2x‏ 
و و2 0 


حيث و ,ا متحدي الإشارة. إذا ر تعكس التوجيه حول النقاط التي تحقق أن 
الإحداثي الأول والثاني متحدي الإشارة. وحيث أن محدد جاكوب مختلف عن الصفر 
تعدا ع فط أضل الاد هات كان الال رفا ال ك 
مثال (۲۲۰۲): 

إذا كانت ( ×) /- رر,Rج--8:‏ ر دالة ذات قيم حقيقية» ماذا نعني 
بمحدد جاكوب ے هذه الحالة. 
الحل: 


محدد جاكوب 4# هذه الحالة هو ا وإذا ڪان 2 فإن الدالة لبا 
dx dx‏ 
معكوس ( ) = × . (راجع مقرر التفاضل والتكامل .))١(‏ 
مشال (۲۲۰۲): 
إذا کان "18ج  :8R"'‏ » («) رع رو × 
ماذا عن عنصر الحجم ے2 نظام الإحداثيات > [؟ 
الحل: 
العنصر التفاضلي للدالة الاتجاهية /f)×(‏ > نز هو *ك , برع رك 


dx ..dx , 
OCS) 





dx = dX |... بر‎ ,dy = dy ,...dy , 5 


مثال (4.0؟ ): - 

أعط تفسير هندسي لمحدد جاكوب ف حالة (2*) £= بز j :R 5R‏ 
الحل: 

حيث أن الصف / هو ب مصفوفة جاڪوب إذأ هومتجه ے2 
الفراغ الثلاثي ويڪون 


J, (2 (=1 4 


Ox Ox, Ox; 


حاصل الضرب الثلاثي القياسي لثلاث متجهات 





e سال‎ 


ا ون 
( ر )0 Ox, Ox,‏ ,© 


نعطي الآن تعريف آخر لحقل متجه متوافق 2 المضمون ولكنه مختلف 2 
النض: 
تعریف :)۱٥۰۲(‏ 

المتجه الذي يعرفه حقل المتجه عند نقاط الفراغ المختلفة يسمى متجه مماس 
angent vector‏ 1 عند النقطة م ويرمز له بالرمز ,7 أو(م)7. 
مثال :)۲٥.۲(‏ 

إذا كان "14 جه ”۸8: 7 حقل متجه معرف عند نقاط الفراغ “8 آي أن 


V =V (XX 3, ) » 7 نر( )رمت‎ 2(* ),.., „(x (( 1ك‎ 


© 


وإذا كانت ع( ««,..., 7 )=( »)= م فإن 
م(" (x‏ , بز) -(” ) (p)=‏ = لآ 


هو متجه بدايته عند النقطة 7 واتجاهه ۷ ويكتب ( <ار2) , 7. 
مثال (۲۹.۲): 

إذا كان 13ج 1233: 7 حيث 

(xy ,2)=(y y2 ع*ع,‎ +) 

OEE ELB ASST RL SS TOE) = EA o 
(1,2-,1)ص‎ 
أي أن , ۷=( د«اوم) متجه مماس نقطة تأثيره عند (1,2-,7)1 واتجاهه (2,1-,1-)جبا‎ 

مجموعة المتجهات التي نقطة تأثيرها نقطة "8 © بر تسمى الفراغ المماس 
للفراغ ”18 عند النقطة 7 ويرمز له بالرمز "8ر7 كما هو موضح بے شكل )2١5(‏ 


1 20 


E 
| ا‎ 


حقل متجه متوازي الفراغ المماس 


شكل (۲۔۲۰) 
ملاحظة ( ۲ ): 


الفراغ المماس عند نقطة "15 © م يعني الفراغ الاتجاهي المكون من جميع 
المماسات لجميع المنحنيات المارة بالنقطة م وبعد الفراغ المماس يساوي بعد الفراغ 





dim "غ1‎ = dimT,R" TR" =¥,:peR"V, =(p»)} 


جميع الفراغات المماسية للفراغ ”18 عند جميع نقاطه تكون فراغ اتجاهي 
يسمى الحزمة المماسية 011016 ]13118611 ويرمز لبا بالرمز ”8 7أي أن 


TR” اا ات‎ ={(pV,)p ER"V,eT,R"} 
وإذا كان 7 - ”8 صل فإن ۸= ”ر 01127 وبالتالي فإن‎ 
dimT R" =n + ور‎ =2n 

لأن أي متجه 2 “15 7 مكون من 7 2 مركبة مرتبة حيث 7 المركبة الأولى تحدد 
النقطة رء # المركبة الثانية تحدد المتجه المماس 2 

مما سبق يمكن صياغة التعريف التالي: 

حقل المتجه هو مقطع حزمة مماسية 5661101 5112016 tangent‏ لحزمة 
مماسية كما هو موضح 4 شكل (۲۱.۲). 


> 
kk 


شكل :)۲١.۲(‏ حزمة مماسية 


باستخدام تعريف مؤثر جاكوب والفراغ المماس لفراغ معطى نقدم هذا 
التعريف. 
تعریف (۱۸۰۲): 
إذا كان ”1 جب f : 8K”‏ حقل اتجاهي معرف وتفاضلي فإننا نعرف الراسم 


df , TR" aT, oR", 4;0 (=¥, رس‎ 


J tP) 





الذي يأخذ المتجه المماس ۷ عند 7 إلى المتجه المماس- ۷ المناظر له عند ()/ (صورة ر) 
ويرمز له بالرمز ر /4 ويسمى راسم جاكوب أو الراسم التفاضلي أو الراسم المماس 
differential or tangent map‏ كما هو موضح 2 شكل (۲۲.۲). 


V 
م‎ 2 
R df, 
C 0 
1 
XxX 


xX 





df, (<7 رمم‎ ,C =f (C),peC +f (p)eC 
)۲۲.۲( شكل‎ 


ويمكن التأكد من أن الراسم المماس هو تحويل خطي من "ر إلى ”ري ,7 
معرف من خلال مصفوفة جاڪوب 


037 لوو 00 


0(1. ,) Ox 


وسوف نطبق ذلك 2 الباب الثالث والثامن والخامس عشر إن شاء اللّه. 


ظ د 


532 ) قواعد اشتقاق الدالة الانجاهية : 
Differentiation of vector valued function :‏ 
نفرض أن لدينا دالة اتجاهية (۸)1 2 متغير واحد وقيمها 2 الفراغ الأقليدي 
"£ حيث ”لاج اللا [:() ۸ معرفة كالآتي: 


)x,)(), : = 1,2...‏ - () ڳج ]ع 1 
المشتقة التفاضلية الأولى لبا تعرف بالآتي : 


dR AR © (2.30( 


]ا = س ہوا[ = س 
dt 1350 Af 3+0‏ 





R(t +۸1) 
R(t) 


شكل (۲۔۲۳) 


او ل أنه ا رو مرش اجا تسبح الح الستقيية 
(الوتر) ۸۸ = 2ب مماس للمنحنى عند 2. العلاقة (2.30) صحيحة بشرط أن 


0 


تكون الدالة (/2)7/ متصلة 0111112110115© والنهاية موجودة أى عندما يتحقق 


© ! 


(2.31) (80 - زه + )م lim‏ 
أو ما يكافئ: إذا كان لكل عدد موجب 6 يمكن إيجاد عدد موجب 9 يشرط 
)2.32( > |() 8 -(هخ + |R(t‏ عندما 22|>6| 


حيث 6 تتوقف على © (من التحليل الرياضي). 

قواعد حساب المشتقات التفاضلية للمجموع وحاصل الضرب تشبه إلى حد ما فواعد 
التفاضل للدوال القياسية مع مراعاة الاتجاه ونوضح ذلك كالآتي : 

نفرض أن ( 22,04 ؛ ( )22 “()۸ دوال متجهة قابلة للتفاضل؛ ( 4)© دالة قياسية 
مرک ی تقس می تقرف الدواق )اذا 


0 dK, , dR 
ا‎ 2.3 
E كا‎ dt 8 
d م‎ dh 
0 40 8 dt e 
ا‎ >= e = )2.35( 
dt dt dt 
0 dR, dR 
(RAR) 8م لبد ةم برد‎ 2.6 
07 لت‎ 0 i 00 سق‎ 
2 ولك يله‎ 
الي م‎ ER TE ,R J+ 
1 dt . 
(2.37 
5-5 RR] 
2 (تفاضل المحددات)‎ 
0 dR 
ا ا‎ 
)2.38( 


dR 
ممم‎ AR ر‎ A(R AR;) 


u ا(‎ 


نفرض أن لدينا دالة اتجاهية (*7/',2) ۸ 4 متغيرين وقيمها ب2 الفراغ ”18 
مكل أي أن : 
R(u',u):D 27‏ 
(x, (4,47 ))‏ ع ةيو ان) #جب زر أن 
وذ گات( ا ذوال مت ans‏ على النظطقة GE DE R>‏ 
التفاضلية الجزئية بالنسبة لأحد متغيراتها "1 أو ”4 تعرف بالآتي: 


1 1 2 1 2 
ehr Ea gp EAE 
Qu 1 A 0ج‎ Au 

OR . R(u' u? +Au?)-R(u', u? 
رووو يل دراه واد‎ 


بشرط وجود هذه النهايات واتصال الدالة ۸. 
ملاحظة ( ٠١.5‏ ): 

استمرار (اتصال) الدالة الاتجاهية يعني استمرار كل مركبة من مركباتها 
وكذلك نهاية الدالة الاتجاهية يعني وجود نهاية كل مركبة من مركباتها. 
ملاحظة :)١١١١(‏ 

قواعد التفاضل الجزئي للدوال الاتجاهية ے2 عدة متغيرات تتبع نفس قواعد 
التفاضل العادي للدالة الاتجاهية 4 متغير واحد. 

.4 الحالة العامة فإن حقل المتجه 11610 760101 أو الدالة الاتجاهية هي راسم 
”#[جل :R"‏ رتحدد لكل R"‏ © × دالة اتجاهية ”8 © ( <) / . والحالات 
السابقة تعتبر حالات خاصة من هذا التعريف حيث 3 = 0" ,2 > ۸ :3 > + ,1 ع مر 


على الترتيب. 


:) 77.١ مثال‎ 


dA 1 
1 


الحل: 
dA dA‏ 
وبالتفاضل نحصل على: ‏ 0 -< 4,س->+<-,4> 
dt dt‏ 
انان دان 0= < ,2>4 
1 


dA dA 
أى أن سح عمودى على المتجه ل بشرط ان0 ج س‎ 
1 3 dt > 
لاحظ أن المعنى البندسي للمشتقة الأولى هو اتجاه المماس للمنحنى عند نقطة‎ 
ما. وهذا الموضوع سوف نتعرض له ب2 الباب القادم إن شاء اللّه.‎ 


(۵.۲ ) تكامل الدالة الاتجاهية : Integration of a vector function‏ 
نعلم أنه بالنسبة للدالة القياسية أن التكامل هو عملية عكسية للتفاضلء وهذا 
متحقق يطريقة منشابهة بالتسية للدالة الاتجاهية: فإذا كانت 


f(0)= ل‎ 


ذالة اتجاهية من ® ج7 إلى 8[ تحقق 
BO= Db, = > Oe,‏ =0 


حيث )ل (8)1 دوال اتجاهية متصلة على الفترة R‏ ح / 


ا( 0ك 


الهندسة التفاضلية 


“f د نرم‎ 7! (f.0), )2.41( 


i =|‏ 
أي أن تكامل الدالة الاتجاهية (الحقل الاتجاهي أو | لمجال الاتجاهي) نحصل عليه 
بتكامل كل مركبة من مركباتها على نفس الفترة 7 وبالتالي نحصل على : 


(f (at 2 [Bar = B()+C )2.42( 


حيث € متجه اختياري ثابت يتحدد من معرفة حدود التكامل وهنا يتضح من أن 
الحتضايل عة مكب تقاض 
ملاحظة :)۱۲١۲(‏ 

من حقيقة أن التكامل عملية عكسية للتفاضل يمكن أن نعرف التفاضل 
كعملية عكسية للتكامل وبالتالي يمكن أن ندرس التكامل وبعده نعرف التفاضل 


للدوال. 
مشال (2.5؟): . 
أوجد تكامل الدالة الاتجاهية (/1,2/ ٥058‏ ,1 511)->(4)1 على الفترة 33 0 ]. 
الحل: 
(tat = ) fsintdt, [costdt, (2rdt)‏ 4 
0 0 0 0 
مكمه اي زات 
مثال (امة؟ ): 


أوجد تكامل الدالة الاتجاهية 


2t 
A(t)=e “e, +sin3te, -tanfte, 


)ا 


الحل: 
(dt = ) fe dt e, + ) [sin 3/0 Je, - ) tanta e,‏ 4 


1 1 
=e - 3003e + 1060516, +° حقل متج4›‎ 


حيث ') متجه اختياري ثابت» إ ,©) الأساس المعتاد للفراغ الأقليدي. 


ملاحظة ( ۱۴۳.۲): 
الدالة الاتجاهية 2 المثال السابق معرفة على فترة مفتوحة كع أو ما 
72-34 1 550000 4 
يكاهيا - | اوطكد ا تاحقظ ا الركي الكالساعير ره ا 
مثال ( ۳۰١۲‏ ): 
2 
أوجد 0 0 
dt‏ 
الحل: 
dA LCE‏ وك 4 
7 ا الا a‏ ف 
dt dt dt dt E‏ 
dA‏ 


۸ 0م ف 





0 
000 


dı‏ )2ہ 4( f‏ = مجك 


dA 
قل مت 0+ سدم )رح‎ 
7 حمل متجه‎ 


حيث € متجه ثابت اختياري» 0 ۶ (4) 4 دالة اتجاهية قابلة للتفاضل على الأقل مرتين. 


المندسة التفاضلية 











مثال 71.7 ): 
أوجد قيمة التكامل /0< 0م (t‏ ك4 >| 
1 
الحل: 
حيث أن 
d dA (1)‏ 
—<A(t),4(1)>=2<4(t), >‏ 
7 )£( )£( 4,)( 
(من خواص حاصل الضرب القياسي) 
ed‏ 1 )( امك 
<A(), >dt =— |—< 4(),4 (£) >dt‏ 
>j <44)‏ 40<[ 
<4(,4(0)>+C‏ 2= 
دالة قياسية +C‏ 4= 


حيث |( )4 | نعني به طول الدالة الاتجاهية (4)1 = 4 . 
ملاحظة ( ۱٤١‏ ): 

من المعلومات السابقة نجد أن التكامل الاتجاهي مؤثر خطي ولذلك فإن 
تكامل الدالة الاتجاهية يتبع قواعد التكامل العادي. وعليه فإن تكامل الدالة 
الاتجاهية نحصل عليه بتكامل كل مركبة على حدة باعتبارها دالة قياسية. 


"70 ) نظرية الدالة العكسية؛: Inverse Function Theorem‏ 
نفرض أن "۸ج "۸ح (): / راسم معرف من خلال ۸ من الدوال 
الحقيقية 4 7# من المتغيرات الحقيقية 
(Î ,..,x" ),1si sn‏ كر 


فز طليقه ' © عل المتطلقة الو 


او يي ل سس 


فس شعي ) 


نعتبر الراسم الخطي (التفاضلي) 


df TRT, aR" 


المعرف من خلال مصفوفة جاكوب عند النقطة ر × بشرط أن 
م3 at‏ و ا و 
)ب ۰.9 )80 

وبالتالي يمكن صياغة ما يلي: 

.١‏ يوجد منطقة جوار مفتوحة ,7 للنقطة ,× ومنطقة جوار مفتوحة رى ,7 للنقطة 
(,*) ر بشرط أن ١0)ع‏ / تماثل تفاضلي diffeomorphism‏ ( ' /ر, كر من 
طبقة '0© وكل من ' ر, ر تناظر أحادي) من ,7 على ر ر[. 

۲ الراسم (الدالة) العكسي يعرف من خلال # من الدوال ' 00 © '(' ) على المنطقة 
رم7 والتفاضلي للدالة ' / يعرف من خلال معكوس مصفوفة جاكوب التي 
تعر ف كله أي أن 


(f re, (df...) 


.7 ) نظرية الدالة الضمنية : Implicit Function Theorem‏ 
ب4 حساب التفاضل للدوال # أكثر من متغير فإن نظرية الدالة الضمنية تنص 
على أنه لمجموعة مناسبة من المعادلات يمكن أن يعبر عن بعض ال متفيرات كدوال بے 
باق المتفيرات. هذه العملية تود عليهناا كتير من القيود قمثلاً ذاكرة الوحدة 

1 -* بر+ ”× تمثل مجموعة نقاط 2 المستوى 8 ولكن 
8 ح(1,1-) ج1823 / 


عدج ( ر-,×) , ی( ر,×) 


ge 


أي أن الراسم ر ليس تناظر آحادي» وعلاوة على ذلك فإن المماسات للدائرة عند النقاط 
(±1,0) رأسية أي أن نز لا يمكن التعبير عنها كدالة تفاضلية 2 لا عند هذه 
النقاط أو إذا كانت 1-2/ي- ر فإن 
Oy ×‏ 
جح N‏ 
تقترب من اللانهاية عند 1=| ×|. 
مثال آخر توضيحي: لنعتبر الدالة 
-a+z2° =0‏ :2<( جر f (x,y‏ 
بقواعد الجبر البسيطة نجد آن 
1 

a +2(‏ 
ولكن هذا يفشل إذا كانت 0 = 4 أي أن نظرية الدالة الضمنية تعطي الشروط التي 
تجعل مثل هذا النوع من التمثيل لا يفشل وخصوصاً 

0 


o 
من أجل ذلك نقدم نظرية الدالة الضمنية ب شكلها العام كما يأتى:‎ 
محدودة البعد ونفرض أن الراسم‎ R8" ,]R”" نفرض أن لدينا فراغات‎ 
f J xU "#أج‎ 
معرف من خلال 7 من الدوال "6€ ' / 2 # من المتغيرات الحقيقية حيث‎ 
J CR" "لقلا نا‎ 


إذا كانت النقطة لاعا 7ع( ل 7 و 


تحقق نظام مكون من 77 من المعادلات الضمنية 


لس POC aS A‏ 
بالإضافة إلى 
it‏ 1 86 
ا ا 
O) 7y")‏ 
عند النفظة (" نوو 09 037 ]ذاه ی اكوا افر قا 
n 1 m‏ 1 
Kees ) 2 Ye )‏ 
5 يتحقق أن النظام 
Sm‏ 1ك 1, 0-(” بوى... f (xx jy‏ 
يكافئ النظام 
y'=g'(x',..,x"),lsi sm‏ 
حر ER FESANE EC‏ 
النتائج السابقة غاية 2 الأهمية ب2 تعريف المنحنى وتعريف السطوح 2# الأبواب 
القادمة. 
مثال (۲۲۰۲): 
عبر عن × بدلالة 2 ,ل حيث 
F(x,y,2)=x y2 +22- 0‏ 
الحل: 
4 هذه الحالة 8[ جح 8R‏ : ۸ وشروط نظرية الدالة الضمنية تؤول إلى 
OF‏ 
0عدا- 
Ox‏ 
a Xf GOA Sy EH‏ 
وهى دالة تفاضلية. 


ااا يج u‏ 


مثال ( ۳۲۰۲ ): 
نعتبر الدالتين 
0= ”ر + مرجم + ?1 F(X YZ UV )= x‏ 
0= ع3 - x۷7‏ + 04 - ( ظى و 2 E(x yJ‏ 
بين هل يمكن التعبير عن ۷ ,14 بدلالة 2 ,/[ ,× 2 المناطق المحيطة بالنقاط 
(0,1)=(, ,)= , (3-,3,3)-(, 2و لر *) a=‏ 


حيث 50 )جحت (طارلار 2ل ,)x‏ 2ج :Rî‏ 1 


الحل: 
OF OF,‏ 
E 1‏ 
Ou») | OF OF‏ 
a @v‏ 


_| 2× ” 2 
عبر‎ 2y 


-- 8120 , © =); ( 





د 0 
DetJ). =|‏ 
لدعم 


أي أن ل مصفوفة غير شاذة وبالتالي شروط نظرية الدالة الضمنية محققة أي أن 
(2.نزو *) مح U=U(x,J,2) ,V‏ 
حل للمعادلتين الضمنيتين المعطيتان حول النقطة 
C =(a,b)=(3,3,-3,0,1(‏ 


] هسه سد‎ ١ 


مثال 7427 ): 
أوجد نقاط تقاطع الأسطوانتين: 
(أسطوانة مكافئة) 0= 2ير- F(,yJ,2)=y‏ 


F(x ,y,2)=z -x =0 (أسطوانة تكعيبية)‎ 


الحل: 
بتطبيق نظرية الدالة الضمنية حيث 
0 1 
1#0= ل Det‏ , كك 
O(y,z) |0 1‏ 
إذاً لوحم SR‏ 


وبوضغ # = × نحصل على كل النقاط (7)4 التي تتقاطع فيها الأسطوانتين على الصورة 
(منحنى فراغ) (t,t, ),t eR‏ 
ونوضح ذلك ے شكل .)١1.57(‏ 





)۲٤۲( شكل‎ 





مثال 70.0 ): 
أوجد تقاطع سطح الأسطوانة المكافئة 
F(x ,y,2)=y -2 =0‏ 


وسطح المخروط 
)=xz - py =0‏ 2ص نز E(x‏ 
الحل: 
OFF) 1‏ _ 
ف ا 
حيث =-—z‏ ل Det‏ 


إذا لجميع قيم ۶0 2 يمكن حل المعادلتين أي التعبير عن ل ,× بدلالة 2 على الصورة 


4 
2 


2 
22 = لدع x‏ 
2 
وبوضع 1 = 2 نحصل على 
x =f? py =f ,2 =f‏ 
أي أن ها 1( 1( تمثل مجموعة نقاط تعتمد على بارامترواحد (منحنى فراغ 
ملاحظة ( 10.2 ): 
لاحظ أن تقاطع السطوح كما ے2 مثال (51.7؟): (۳۵.۲) هو منحنى فراغ. 


( 


نمارين(؟) 
(1) أثبنث أن التجهات ,4 تكون أساس معيارئ متعامد للفراغ الافليندي 87 كم 
أوجد [,2] بدلالة [,1# حيث 


1 1 1 
+e - 26.(‏ ا ۽1 ,)2€ + 2e,‏ + 6 و ,)€+ ,2€ - U, e‏ 
(۲)آوجد اتجاه المتجه 1 الذي يصنع زوايا حادة متساوية القياس مع محاور الإحداثيات. 


ين 
(۳) إذا كان 1,۷ متجهات وحدة فاثيت أن -v |= 2i‏ 7 حيث ‏ الزاوية 
(إرشاد : > >=|y |: + |v 2-2 > u,v‏ د يز Û =<u -v‏ ب (lu‏ 
9 كان اكم و ھان ور مهوين فإن انتساوي 
xa+yb =0‏ لا يمكن أن تتحقق إلا عندما 0 = بر ,0 = ×. 
(0) أثبت أنه إذا كانت (رنز + 4ر ×= 5 بز + 4 × حيث ۵,0 متجهين غير 
متسامتين وغير صفرين فإن ر ×= ,× ورل[= إل . 
(3) عين زوايا المثلث الذي ضلعان من أضلاعه هما (6-,2,3) = 8 , (2-,3,6) = 4 
37( أوجد حجم البرم الثلاثي الذي رؤوسه هي 
A > )2,2,2(, B = )4,3,4(, ) 2 (1,1,1),D = )5,5,6(‏ 
(إرشاد: حجم البرم = مساحة القاعدة * الارتفاع واستخدام الضرب القياسي 
(۸) ثبت أن متوازي الأضلاع الذي أقطاره همي المتجهات 
(6-,2,3) = ر4 ,(1-,4-,3) = ,4 هو معين وأوجد أطوال أضلاعه وزواياه 
(المعين أقطازه متعامدة). 


اك 


(9) بين أنه إذا كان 0 ۶ 4 وكل من الشرطين 
'ع» 4 - ءا ل and‏ > ن), ا >-< , ا > 
يتحققان معأ فإن 0 = 8 ولكن إذا تحقق شرط واحد فقط فإن © + 8 
بالضرورة. 
(۱۰) برهن على أن الشرط الضروري والڪاے كي يتحقق 
Ax(B xC)=(4 xB)xC‏ 
هو أن 0= 8 ×( ×٤‏ 4) .ناقش الحالات التي فيها 0 =< 4,8 > أو 
xC >=0‏ 8 > 
)١١(‏ عين قيم ۸ التي عندها تكون المتجهات 
ELD‏ سناد 2 1 )دق وروم AES‏ 
واقعة ب مستوى واحد. 
1( بين أن > مر > - < » jU XV >=<1U,1 ><Y‏ ماكا <u‏ 
((رشاد : باستخدام تعريف الضرب القياسي والضرب الاتجاهي والعلاقة 
(cos 0 + sin 0 =1‏ 
(۳) لأي ثلاث متجهات وك ,و4 ,ر4 و4 بين أن 
< و44 >< 4,4 > - < 47,44 >< ;4,4 <=> ,4;X<4,‏ ك »ا كل > 


du 
(u = a(t )4) كانت لك فإن المتجه ( )1= © ثابت الاتجاه‎ اذإ)١8(‎ 
1 


اس سس 


r = 4a(sin? te, + cos” إذا كانت رع/2 وم 38+ (رء]‎ )1١0( 


: dr dr dr. dr dr 
بارامتر.‎ ٤ حل ] حيث 5 ,4 توابت»‎ 


dt dt? df" dt? dt 


ع 
9 


(50) أوجد التكامل [rat‏ حيث ()۲ معرفة ے2 تمرين .)١0(‏ 
0 





فأوجد 








10) أوجد 6000 حيت لدو عر )=()4 
0 1 


(0) أوجد الفترات التي تكون الدوال الآتية متصلة وقابلة للتفاضل حيث 
(i) V =7 (t)=(sint,e',Int)‏ 
(ii)  V =V ()=(ln(4-12)3 ,(4+12)*,4+12)‏ 


(i11) 4 =7 (£)=(-,tan "1 ,cosht) 


(19) أوجد مصفوفة جاكوب للتحويل ج ”8: / المعرف كالآتي: 


(256أوم, 0586 ,) جح (بررعن) 


)۲۰( أوجد مصفوفة جاڪوب للتحويل 3 جب :R‏ / حيث (XJ 2 Je R‏ 
معبير عنها بدلالة الإحداثيات الأسطوانية ) .(r,0,2‏ 


() أوجد مصفوفة جاكوب للتحويل 7 جيل :R‏ /[ حيث (x,y,z)eR‏ 
معبر عنها بدلالة الإحداثيات الكروية. 


(۲۲) #2 التمارين )5١( :)3١( :)١5(‏ بين فيما إذا كانت التحويلات تحفظ أو تعڪس . 
التوجيه. 


الجزء الثاني (الهندسة الذاتية والخارجية لمنحنيات الفراغ ) 
الباب الثالث 
المنحنيات في الفراغ الثلاثي 
Space Curves‏ 
4 هذا الباب نقدم تعريف المنحنى ونوضح الفرق بين المنحنى ورسمه 2 الفراغ 
وكذلك طرق تمثيل المنحنى ونركز على أهم تمثيل وهو التمثيل البارامتري. وبعد ذلك 
نتعرض لحساب المسافة القوسية وعلاقتها بالتمثيل البارامتري ونقدم الإطار المتحرك 


Concept of a space مفهوم المنحنى في الفراغ :7 1داء‎ ) ٠.١ ( 

الآن نعرف التمثيل البارامتري للمنحنى). لآجل هذا الفرض نستخدم 
إحداثيات كارتيزية و *,, × × بك الفراغ 8| والإحداثي / على الفترة 51د .R‏ 
نعتبر الراسم 

{ft eR:a<t <b}=(a,b)=1I >C cR 

امل يواسيظة الزالة الاتجحاشية التفاخاية 

XxX 2 20(- (x (f), x 2(1), x;()) Vt €1 (3.1)‏ 
هذه الدالة تحدد لكل / »© / النقطة 2 2 8 ولبا متجه الموضع (۲) × حيث 

(3.2) “ها (() )م ج tel‏ 
مجموعة النقاط هذه تكون مجموعة جزئية € من الفراغ 18 تسمى منحنى الفراغ 
ويرمز لبا بالرمز 5€ .R‏ 
التمثيل البارامتري الذي يعرف المجموعة الجزثية € يعطى من 


E e 


ّْ 


(3.3) (() ,)£( ,)ر( =)( C:x =x‏ 
ويسمى بالتمثيل البارامتري (الوسيطي) للمنحنى € وا تسمى بارامتر التمثيل 
Parameter‏ 167165621811011 حيث () × = × دالة اتجاهية تفاضلية 4 متغير 
واحد ا . كل قيمة من قيم ٤‏ تناظر نقطة فراغية على المنحنى تنتج بالتعويض عن قيمة / 

2 الدالة الاتجاهية (3.3). 
مثال(١١١):‏ 
الدالة الاتجاهية 

x(t) = (1,1,0), رع‎ -)0,1( 1+ 


تمثل جزء القطع المكافئ 7 ×= ر× (1> ,> 0) 4 المستوى ر × حيث 
= ]ع 2 
ملاحظة (۱.۴): 
التمثيلات البارامترية تظهر بصورة طبيعية 4 الميكانيكا حيث البارامتر ا 
يمثل الزمن والدالة الاتجاهية (4) × تمثل مسار الجسيم المتحرك كما 4 حركة 
تفظة عن ديل داكو ف قارفا الرحذة ومرك ره تة اد شل فان السدار نشي 
من x (t)=(cost,s1n/,0)‏ 


توجد طرق كثيرة لتمثيل المنحنى ف الفراغ تحليلياً منها ما يلي : 
١‏ يعتبر المنحنى ناتج من تقاطع سطحين إذا كانت معادلاته على الصورة 
(تمثيل ضمني) 0= (;×, د × ×)۴2 ,0 ك )×2 ىن )1 
حيث الدوال الضمنية ۴,٨‏ (دوال تفاضلية) تمثل سطوح 2 الفراغ الثلاثي 
((تفاضل .))٤(‏ 
O(F E)‏ 
(2 × 


4 منطقة صغيرة حول × على الصورة: 


ظ © 


وإذا كان 20( D6‏ - أ مقلاً فإنة دوع "منتجتى له اتمثيل بارامتري 


و ×=ر×,(; )ر ×= ,2 و (8) اح )× 
أي أنه أمكن حل المعادلات 0= ,۴ » 0= ر۴ كدوال 4 3 حيث × نفسه 
هو البارامتر. ونفس الشيء بالنسبة إلى ر× أو ,×. 
"- يعتبر المنحنى ناتج من تقاطع اسطوانتين ۳11106۲8 على الصورة : 
( 2 )= ;× و( )ررح رع 
وبالتالي فإن التمثيل البارامتري للمنحنى حول × يأخذ الشڪل 
=f) 2) (=D ,(‏ (, )2 رح رو X=‏ 
لاحظ أن الدوال رر (تفاضلية) تمثل منحنيات 2# المستوى و ر ×› ر × على 
الترتيب ولكن 2# الفراغ تمثل اسطوانات مقامة على هذه المنحنيات. 
؟. إذا كانت إحدى الدالتين ر٣ ٨۴,‏ خطية وليكن 
+cz +d =0‏ بر + F=ax‏ 
وهي تمثل معادلة مستوى. 4 هذه الحالة فإن المنحنى هو تقاطع سطح مع مستوى 
ويعطى من 
F(x,y,z )=ax +by +cz +d 0 , E(x,y,2)=0.‏ 
والمنحنى الناتج هو منحنى مستوى يسمى منحنى المقطع الناتج من تقاطع السطح 
بالمستوى. فمثلاً تقاطع الكرة مع مستوى هو دائرة وتكون دائرة عظمى إذا مر 
المستوى بمركز الكرة. 
٤‏ التمثيل الام للمنحنى 2# الفراغ هو التمثيل البارامتري الذي على الصورة: 
كلاح ]ع : بارامتر , )1( ×= =X )4(, x, =X (1), x<;‏ د 
حيث الدوال (1) , × دوال تفاضلية. أي أن المنحنى صورة لقطغة مستقيمة من الخط 
المستقيم (خط الأعداد ۸ ) كما هو موضح ‏ شكل (18157). 


1 فة فاضا 


مثال (۲.۳): 

المنحنى الحلزوني الدائري ×1اع 0110101181) هو منحنى يقع على اسطوانة 
دائرية قائمة بحيث أن هذا المنحنى يصنع زوايا ثابتة مع رواسم الأسطوانة كما هو 
موضح ے شكل (۱.۳). 





)١١( شكل‎ 


إذا كان نصف قطر الاسطوانة 7 والزاوية الموضحة بالرسم هي البارامتر 1 فإن 
التمثيل البارامتري لمنحنى الحلزون الدائري يعطى على الصورة 


XxX, = pSint,Xx; =bt,b #0 (3.4)‏ ,6051م =| X‏ 
سوف نقوم بدراسة هذا المنحنى دراسة تفصيلية 2 الباب الرابع. 
نظرية :)1.١(‏ 
الدالة الاتجاهية (  )4‏ - × تمثل قطعة مستقيم ]568111611 4 1.126 إذا كان وكان 
فقط : 


)( x (^x "(20 , (ii) ع‎ (04, ast <b, 


اہ( 


البرهان: 

الشرط (11) يعنى أن المتجه (4) × متجه غير صفري. بينما الشرط (1) يعنى إما 
()" × متجه صفري أو (6) :() =()"» أي أن × "× مرتبطين خطياً 
وهذه العلاقة معادلة تفاضلية خطية لها العامل المكامل 


“AVC . 2 :‏ 
دالة قياسية )/(2 , 126101 integrating‏ وان 00-6 


d 
4 0 (x ()}=0 
وبتكامل الطرفين بالنسبة إلى 4 نحصل على‎ 


4__ دن 
4-0171 ,لت - ()) عر 
)900 


وبالتكامل بالتسبة إلى ٤‏ يكون لدينا 
x()=a u +b‏ 


dt 
حيث ۵ متجه ثابت: = 1 بارامتر جديد. إذا المعادلة /+ 11 = × هى معادلة‎ 
1 1 


خط مستقيم يمر بالنقطة التي لبا متجه الموضع 2 واتجاهه يوازي المتجه الثابت 4. 


نظرية ( ١."‏ ): 
الشرط الضروري والكا2 كي يقع المنحنى (1) ×= ×: € 2 مستوى هو 

أن يد عا 
,(D)D <2. "(0‏ 0 


RB‏ “ا 
البرهان: 
لإثبات ذلك نضع " ××' ×= ل وبالتفاضل واستخدام قواعد الضرب 


الاتجاهي يكون لدينا 


الهندسة التفاضلية 


^X" J^ (x ' ^x”)‏ انمع نرم رن 
وباستخدام المتطابقة (2.24) حيث "×۸ '×= رك '×=ر4ء "×= رك. 
نحصل على : 
y^y '=[x xz", x" [xx "xx "50 (3.5)‏ 


(من الشرط (1) 3 النظرية ومن تساوي صفين 2 المحدد الثاني). 
كما ے4 برهان نظرية )١-4(‏ يكون 


م( 6 دار 
وبالتڪامل نحصل على 
[k (a‏ - 0 
A SFT ((t) =e‏ 
(00 — 
حيث ( ,4) = © متجه ثابت. 
ويكون 
> ملاع« > 
ع كحت جح 0= [" !× ]=< رزاع > 
)0 2 
أو ما يكافئ 0 >< مراع > 


و ری کد 
<X(),a >=c‏ 
حيث © ثابت قياسي. أي أن المنحنى () × = × يقع 2 المستوى 
© ح و ايه + ر عايك + | ,77:0 
حيث العمودي على المستوى 7 هوالمتجه 4 وطول العمود الساقط عليه من نقطة 


1 و 
la|‏ 


6 


ملاحظة (١١؟‏ ): 

١‏ الرسم أو الأثر 0١ 1۳028٤‏ 1806 للمنحنى ۲هو مجموعة جزئية 

187( 7)” من الفراغ .R°ˆ‏ ش 
”. المنحنى يعرف كدالة وليس كرسم أو أثر للدالة بمعنى يوجد دالتين مختلفتين لبما 
نفس الرسم أو الأثر أي أنهما منحنيات مختلفة ونوضح ذلك من خلال المثال التالي: 

:)73١(لاثم‎ 

الدوال الاتجاهية التفاضلية الآتية: 

,r(u)=(cosu ,Sinu ),u € [0,27]‏ 87ج زومر 
,F(u)=(cos2u ,sin 21 )u € [0,7]‏ 187 جب Fı]‏ 

تعرف منحنيات مختلفة ولكن رسمها متطابق 1401٤1٥21‏ حيث أن كل منهما يصف 
دائرة 2 المستوى مركزها عند نقطة الأصل ونصف قطرها الوحدة. 
ے4 الحالة العامة : 

إذا كان ((⁄) ر,(4) ×)=(4) “#آحب [: / 
دالة اتجاهية 2# المستوى فإنها تعرف منحنى فراغ على الصورة 

8 - 12 » 82[ جل r]‏ حيث 
)0,) 4( نزو( #4) 2<)- (0,(/) r)4)=(f‏ 
والتي تكتب عادة على الصورة 
))4( نز,( »#) r)u)= (x‏ 

ويقال # هذه الحالة أن المنحنى مستو (واقع 2 الnستوٴ‏ ”® ( .plane curve‏ 
مثال :)٤۳(‏ 

الدالة 8[ ع ۲)۷4(=)⁄,147(,۷ يمكن رسمها كما هو موضح 2 شكل 
)¥( 





)١١( شكل‎ 


وهذا يوضح أن رسم أي دالة هو منحنى ولكن ليس كل منحنى مستوي هو رسم لدالة. 
مثال ( ".0 ): 

إذا كانت 8ج /: /ر دالة تفاضلية حقيقية فإن الدالة R٠‏ ج /: ۲ 
المعرفة بالقاعدة ((2) /,2) = (۷) ۲ تصف منحنى مستوي. 
ملاحظة ".7 ): 

المماس للمنحنى القابل للتفاضل 01116161113516 يوجد عند آي نقطة عليه 
ولكن فد يكون متجه صفري. 
مثال (5.7): 

المنحنى (4*,212) = (4)” ليس له مماس عند 0 > 4 لأن النقطة 0 > /1 غير 
منتظمة 16811131 1101 كما هو مبين +3 الشكل (3070). 
ملاحظة ( ۴ت ): 

مما سبق يتضح أن كل المنحنيات سوف تكون منتظمة ما لم ينص خلاف ذلك. 


اء( ا 





مثال (7.0): 
أوجد التمثيل البارامتري للمنحنى الناتج من تقاطع أسطوانة نصف قطرها © 
ومركزها (4,0) مع كرة نصف قطرها 204 ومركزها نقطة أصل الإحداثيات. 
الحل: 
نفرض أن معادلة كل من الأسطوانة والكرة هي 
-a” =0‏ *بر+ F(x ~a)‏ 
-2-462ج+ ةبر Fix?‏ 
على الترتيب. 
(FF)‏ 


( ,)0 
هاتين المعادلتين مباشرة كدالة ب2 2 نحصل على (نظرية الدالة الضمنية): 


2 2 
27 2 2 

۵| 7| , ج--4/,-2 ح بو ص دس من د X‏ 
١ 2 a‏ 20 


1 . 
وبوضع a‏ 2 حيث (27,27-) € 11 نحصل على التمثيل البارامتري من 


ويما أن #0( De)‏ = ل فانه يمكن حل المعادلتين كدالة 24 2 وبحل 





التمثيل الضمني (1111211011) لمنحنى التقاطع على الصورة: 
ب(0517 + x =a(l‏ 


y =asintu , )3.6( 


. 1 
2 205111 71 € (-27,27). 


ملاحظة ( ٥.۳‏ ): 
المنحنى (3.6) يسمى منحنى فيفياني أو شباك في وله اشحال آو مساقط 
على المستويات الإحداثية (0 > .)z‏ (0 = 32). (0 > '() هي منحنيات مستوية من نوع 


د لم 


ليمنسكات ودائرة وجزء من قطع مكافئ على الترتيب كما هو موضح ة شكل 


i 


OO 


قطع مكافئ دائرة 


شكل (۲۲) 


سس م ست 


"١ (‏ ) طول قوس المنحنى في الفراغ: Arc Length of a space curve‏ 
بفرض أن € منحنى فراغ معطى بالتمثيل البارامتري من خلال الدالة الاتجاهية 
C:x=x() (3.7)‏ 
طول قوس المنحنى بين النقطتين © = 4 , 6 = ٤‏ من المنحنى يعرف كالتالي: 
نعتبر التقاسيم الجزئية للفترة (0 ,4) وذلك بإدخال (7-1) من النقاط داخل الفترة 
(5 ,4) حيث 
<f, =b‏ زرأ > ا > a=t,‏ 
طول القوس 2 يعرف بأنه طول المضلع المرسوم بالنقاط ( ,4) × عندما يؤول طول أكبر 


L = lim 3 |x (,)- (0| (3.8( 


حيث 6 تعطى من 
لبور رلور - وأو 1- O = max(t,‏ 


عندما تكون النهاية موجودة فإن المنحنى يسمى بالمنحنى المقوم (المصلح) 16611118016 
كما هو موضح ے شكل (15). 





سس ست ) 


والمجموع (3.8) هو طول الخط المنكسر المرسوم داخل المنحنى والموصل بين نقط 
التقسيم الجزئي. إذا كانت الدوال ' 60 ()ر × ,(4)* ,(4),* قابلة للتفاضل 
وباستخدام نظريات التكامل والعلاقات بين التفاضل والتكامل ومجموع ريمان 
(تفاضل وتكامل (۲)) نحصل على 


1 ا‎ |x (£) lar )3.9( 


x (£), (£) > OY + 0:7 OY =‏ > |( )عدا 
- وإذا كانت ٤‏ = 6 فإن طول قوس المنحنى يكون دالة  ٤‏ وليكن (5)1 = 5 حيث 
s (0) = fx ‘(at )3.10(‏ 
وبالتفاضل بالنسبة إلى 1 نحصل على 
ds‏ 
3.11 0< )عا - 
)3.11( 0 ار 
أي أن (5)4 دالة تزايدية على الفترة [ ,4]. 
مثال .م ): 
أوجد طول قوس منحنى الحلزون الدائري 
=sinf, X, =1‏ ث2 COS,‏ = 3 
من 0 = إلى أي نقطة اختيارية ٤‏ وأكتب المعادلات البارامترية بدلالة بارامتر طول 
القوس 5 . 


الحل : 
ش واضح أن فترة التكامل هي [1 ,0] وباستخدام (3.10) نحصل على : 


ا 0 


1 
s = lJ (Csint)” +cost +1 dt 97 
0 


1 0 
وعلى هذا الآأساس يمكن استبدال ٤‏ بالبارامتر 5 حيث ركس وتسمى 5 بالبارامتر 


الطبيعي للمنحنى 2212126]61 32111121[ أو الذاتي. 
والمعادلات 


5 
ا ماو - رد 


3 3) 
1 E 5 0 8 96 

تسمى بالتمثيل البارامتري الطبيعي للمنحنى. 

ويك الحالة العامة نعطي النظرية الآتية : 
نظرية (5.؟): 

نفرض أن (1,2,3= 7) ' ٤٥‏ (/) , × فإن البارامتر 4 يكون بارامتر طبيعي 
للمنحنى (4) ±= : ٤‏ إذا كان وكان فقط 1= |(/) ×| 
البرهان: 

لإثبات ذلك نفرض أولاً أن هي طول القوس للمنحنى (/) ,> ,× من قيمة 
اختيارية ,4 أي أن 5 - ,/- 1. وباستخدام (3.11) نحصل على 

ds‏ حل 


dt dt 





|x (| =| 


dx 
والعكس إذا كان ع وباستخدام (3.9) فإن 01->كك أى أن‎ 
1 1 


sS = dt =t -t, 


1 


مثال ”مه ): 
بحساب المشتقة الأولى ()' × للمنحنى 


sint sint 
بس م ر( ,حر تح إلا‎ , X, = 1 


2 ° 2 
نجد أن 1= |()' *| ولبذا فإن البارامتر 1 هو البارامتر الطبيعي للمنحنى. 2 الواقع 
هذا المنحنى هو دائرة 4ك المستوى ر ×= ,× مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 
الوحدة 


٠١١ (‏ ) خط المماس والمستوى العمودي : Tangent Line and Normal 2١122‏ 
نعتبر منحنى معطى بالتمثيل الطبيعي ( 5) × = > » المماس للمنحنى عند نقطة ما / 
عليه يعرف بأنه الوضع النهائي لمتتابعة الأوتار من النقطة 7 إلى مجموعة نقاظ المنحنى 

الأخرى عندما تؤول أطراف الأوتار إلى النقطة ‏ كما هو موضح © شكل (075). 





p 
)٥۴( شكل‎ 
الاتجاه الموجب للمماس 7 هو اتجاه زيادة 5 والمماس يوازي الاتجاه‎ 
ٍ d 
71 =× )8(, = )3.12( 
ds 


وهو متجه الوحدة 2 اتجاه المماس حيث 5 بارامتر طول القوس. 


u ااا‎ 


0 
وإذا كان () × = × أي تمثيل بارامتري للمنحنى فإن |= 7 أو لذ 
: 1 : 


۲ 


r x(t) 4 
(| dt 


تعريف (۱.۳): 
النقطة !0 ع × التي عندها 0 ۶|()' ×| تسمى نقطة عادية Ordinary‏ 
011 أو نقطة منتظمة 116811131 أما النقطة التي عندها 0 =|()' ×| تسمى نقطة 
مفردة (شاذة) 0116م .Singular‏ 
نبين الآن أن تغير البارامتر (الفترة المعرف عليها المنحنى) قد يؤدي إلى نفس 
المنحنى وهذا يوضح معنى الانتظام ۲21013۲1٤,‏ ولذلك نقول أنه إذا كان: 
ل -() te] —-+f‏ , 18ح لجم الى 1 ل 
راسم أو دالة ذات قيم حقيقية وتحقق 


(i) %20, uel , (i) f (eC! inl 


2 هف الحالة يقال أن الدالة (4) =f‏ 1 تسمح بإعادة التمثيل البارامتري 
0< © 1 للمنحنى ليصبح على الصورة 

C:x =x ع 0جب)())‎ ° =x (1(0 )) 

dıı 0‏ 
وإذا كانت 0 على الفترة ل فإن ( #) “رح 1 دالة تزايدية وإذا كانت 000 

1 1 
على الفترة ل فان () “رح 2 دالة تناقصية. 
ويقال 2 هذه الحالة أن التمثيل البارامتري المنتظم  )1(‏ - × يكافئ التمثيل 
البارامتري المنتظم (4)' ×= × كما هو موضح بے شكل (15) (أنظر مثال (25)). 


ااا يي اا 





شكل (۳ا) 


بعد هذا العرض نكون قد توصلنا إلى الفرق بين التمثيل البارامتري المنتظم والمنحنى 
المنتظم ونقدمها كالآتي: 
© التمثيل البارامتري المنتظم هو دالة اتجاهية ( #) ×= × تحقق 0| 
©» المنحنى المنتظم من طبقة €١"‏ هو تجمع من تمثيلات بارامترية من طبقة ”6 
بحيث أي أثنين من هذا التجمع يرتبطا من خلال تحويل بارمتري مسموح به من 
©» طول فوس منحنى مستقل عن أي تمثيل بارامتري. 
معادلة خط المماس عند النقطة التي لها بارامتر طول القوس ,5 7 5 على المنحنى 
(5) × = × هي معادلة خط مستقيم اتجاهه يوازي المتجه ( ,؟) 3 وتعطى 2 الصورة: 


(3.13) -ء =X (s,J+UX(S,) U‏ تل 
5 - 


سس بيه 


ومعادلة المستوى العمودي (على المماس 1 للمنحنى) عند النقطة (,5ى- 5)م هي 
معادلة مستوى يمر بالنقطة (,5) × والعمودي عليه هو (,5) 3 وتعطى من 

(3.14) 0= <( ,)× .(,5) <- بر > 
حيث لز نقطة على المستوى (بخلاف ( ,5) ×= ,3 ) وليست على المنحنى كما هو 
موضح # الشكل (17). 





الخط المماس 
y‏ 1 
شكل (1737) 
مثال(5.١٠):‏ 
أوجد معادلة المستوى العمودي ومعادلة المماس للمنحنى 
sinf sinî‏ 
1 = با , کی 





0 
عند النقطة 7 التي تناظر البارامتر 1 
الحل : 

اتجاه المماس للمنحنى المعطى يعطى من 


dx cost COSf 


00 


آ لاس وب 


51114 ( 








إذا ةا واا عي التكطلة م هه 


. dx , dx 
| يرك‎ e | باح‎ 
dt dt 
e at = 
22 2 4 
e )- 2 النقطة م التى تناظر‎ 
p= 22 2 هي‎ 4 E و م‎ 


المعادلات البارامترية للمماس تعطى من المعادلة الاتجاهية (3.13) على الصورة 


J - م > (رتر)‎ +3 ,ueR 


د 1 اس 
!)حك r EEL‏ 


معادلة المستوى العمودي (مستوى عمودي على المنحنى عند نقطة 7 عليه) تعطى من 
(3.14) على الصورة 
<(y -pP)1>=0,y=(y,)‏ 
أو ما يكافئ 
0> وبر 2/- وبرج رر 
واضح أن العمودي على المستوى الغمودي له الاتجاه )12( أو يوازي متجه الوحدة 
1 # اتجاه العمودي (المماس للمنحنى) عند النقطة ۲ 
مثال(١.١١):‏ 
الدالة الإتجاهية (4,/7,0) >-(4) × تمثل جزء القطع المكافئ ×= ر× 


مثال (۱۲.۳): ۰ 
أوجد التمثيل البارمتري للمنحنى ,×-1= د 7 
الحل: 
المنحنى المعطى هو تقاطع سطحين ولذلك نقوم بحل المعادلتين معا ويكون عدد 
لانهائي من الحلول التي تعتمد على بارامتر واحد. بالجمع نحصل على 
1-1 7 
وهى معادلة دائرة # المستوى و دكا ومعادلاتها البارامترية تعطى من 
XxX; = cost‏ ,51821 > رلا 
٠‏ وبالتعويض 4# المعادلات المعطاة نحصل على 51274 = , × ويكون التمثيل البارامتري 
(المعادلة الاتجاهية) هو 
x (£) = (sin’t,sint,cost), 01 <27‏ 
وإذا كانت 0< 4= ,× › 1ك ,×>0 فإن 
xX =u, = tu , x; =+ 1-7 „us|‏ 
فيكون لدينا تمثيلين بارامتريين يتوقفان على أجزاء المنحنى 2 الفراغ 
(u „N, 1-7)‏ = )ع 
x (0) = (u, u ,-« 1-1)‏ 
ملاحظة ( 1.۴ ): 
المنحنى ب2 المثال السابق هو تقاطع أسطوانتين مكافئتين أي قاعدتهما قطاعات 
مكافئة 2 المستوى و ل ٠×‏ ر ,28 على الترتيب والتمثيل البارامتري بدلالة البارامتر / 
يكافئ التمثيل البارامتر بدلالة البارامتر 14 أي أنهما يصفا نفس المنحنى من خلال 
التحويل 111ء= ا وبالتالي فهو منحنى منتظم. 


[إفسة ميد ) 


٤۴ (‏ ) المستوى اللاصق : Osculating plane‏ 
المستوى المماس ©2131 121286111 لمنحنى فراغي عند نقطة ما عليه هو آي 
قوئ يحترى على الماش عقا طت انعط رما وة اعد هذه السنتوياك الماشية 

للمنحنى ويختلف عن آي مستوى آخر ويسمى بالمستوى اللاصق. 
تعريف (؟؟ ) : 

يقال أن الدالة ( 4) لبا موضع صفري عند ,= 1 رتبته 7 إذا كان وفقط 
إذا ڪان 


(3.15( 60(ي)'"4 =0,1,...,n-1,‏ م ,مدر 4% 


والتي تكافئ تكرار الجذور (المواضع الصفرية) حيث 


lim——--_=4 #0 (const.) 
+ (f “f, )" 
3 
٠. لد ( )قل‎ )) -) (" +0) -t,)" )3.16( 
:) تعريف (".؟‎ 


يقال أن المنحنى ( 204 > 1 والمستوى 0 -< 4,7 - × > لما التصاق من رتبة 
# عند النقطة المشتركة 4 إذا كان وكان فقط دالة المسافة ()0 بين نقطة على 
المنحنى (3)4 ونقطة على المستوى لبا موضع صفري من رتبة 171 / عند ,1= /. حيث 
( 0)1 هي الدالة الناتجة من التعويض بنقط المنحنى 2 معادلة المستوى. يقال أن 
الالتصاق من رتبة أكبر من 7 إذا كان وإذا كان فقط 

4“) )=0,k - 0,1 ,...,# +1 )3.17( 
:) 17.0 مثال‎ 


أوجد رتبة الالتصاق بين منحنى الحلزون 


| 2 005 ر, ع‎ = sn 


0 0 


والمستوى ,> ر× عند النقطة 0= 5 حيث 5 بارامتر طول قوس المنحنى. 
الحل: 
واضح أن النقطة (0 ,0 ,1) (0 > ى © المعادلات البارامترية للمنحنى) واقعة 
على المستوى والمنحنى 4 نفس الوقت (نقطة مشتركة). المستوى المعطى معادلته هي 
0 ب دح و :6 
دالة المسافة (6)5 تعني طول العمود الساقط من النقظة (2)5 على المنحنى إلى 
المستوى © (هندسة تحليلية 4 الفراغ) أي هي 
(ى)وع-( )2< 
0 -(0)5 


ومن معادلات المنحنى نحصل على 


َك ونه = مل 


۷/2 1/2 


واضح أن 
= , 0)#0("$ ,0 - (0)"ل = )4(0 - )0(0 
ds‏ 
إذا الموضع الصفري 0 = 5 لدالة المسافة ( 5)# من الرتبة الثالثة والالتصاق من الرتبة 
الثانية. 
تعريف (2."5): 


المستوى المماس للمنحنى والذي له الالتصاق من رتبة أكبر من الواحد يسمى 
المستوى اللاصق ©2122 .osculati¬g‏ 

معادلة المستوى اللاصق تعطى من النظرية التالية : 
نظرية (2.0): 


نفرض أن (( 32104( 204 201(,3) = ( )£ = ل منحنى قراغ يحقق : 


)0( x, (DeC 2 (GD) 0ع(" جكاع‎ at t=t, 


إا كحت 6 ك عع التساق وج د ا < اده ھی 
[x - (,),x '(,),x "(,)]=0 (3.18)‏ 
أو ما يكافئ 
x -x;(f,) x'(,) x"(t,)‏ 
x (f, ) x" (tر,)|=0  )3.19(‏ ( )ر ×- × 
ال (f) x"‏ ( )× ;× 


كما هو موضح 4 شكل (15). 






x (f) 
)15( شكل‎ 
البرهان:‎ 
بعد النقطة ,ا على المنحنى عن المستوى‎ 
<X-X(,),7 <- 0 


(العمودي عليه ١‏ وله نقطة مشتركة (,/) × مع المنحنى) 


u (u 


يعطى من 
Y>‏ .(,) << -( )2 > 
ا کت درم 
>7< 
حيث 7 متجه ثابت وهو العمودي على المستوى. 
بالتفاضل بالنسبة إلى ٤‏ نحصل على 
(ثابت(,)±) , <7,(,)£±>=()0 <],7>£ . 
وبالتفاضل مرة أخرى نحصل على 
Eley, > 0"()=<x "(t,),>‏ 
إذا ڪان 0=( ,)0=( ,)0 


0 =< 7 ,( ,)"× >=< ,زر( £> .. 


(3.20( 


أي أن المتجه / عمودي على كل من ( ')٤,‏ ×,(ر٣)”‏ × إذا المتجه / يوازي المتجه 
)1(" »ا 

وهذا معناه أن دالة المسافة ( 0)1 لبا موضع صفري من رتبة أعلى من 2 عند ,1= 1 أي 
0-(9")1-( )900-09 

وهذا يكافئ أن المتجه (ر)" ×±×(,)' 32 يوازي المتجه ۲ . إذا يوجد مستوى 

مماس وحيد له التصاق من رتبة أعلى من الأولى وهو المستوى اللاصق الذي معادلته 

(3.18) أو (3.19). 

:)۱٤۳( مثال‎ 

أوجد معادلة المستوى اللاصق عند (0 ,0 ,1) على المنحنى 


x (t)= وو‎ EERE 
2ل‎ N2 2 


اس اتماسية ) 


الحل: 
معادلة المستوى اللاصق عند 0 = 1 أي عند (0 ,0 ,1) (باستخدام النظرية 
والعلاقة (3.19)) هي 


و« 1-,*« 


0 


-[م > 
6-3 ه 


سم وحم 


أو ما يكافئ ,×= ر× (# المحدد (3.19) بدلنا الأعمدة بالصفوف). 
تعريف :)٥.۳(‏ 

يقال أن المنحنى (×)/ > له تلاصق من الرتبة الثانية مع المنحنى ( )4 - J‏ 
عند النقطة ى ×= × إذا تحقق 

ل الا 

آي أن المشتقات التفاضلية حتى الرتبة الثانية عند ×= × متطابقة بمعنى 

/ (x,)= P(x, Jf 2 ,( - P(x, f ع"‎ ,( - "(x< (ى‎ )3.21( 
:)105.7( مثال‎ 

بين أن المنحنى * ×=( *) “رح بر له تلاصق من الرتبة الثانية مع المنحنى 
“ ×- بر (+)©- ر عند النقطة (0,0). 
الحل: 

النقطة (0,0) هي نقطة أصل الإحداثيات وواقعة على كل من المنحنيين 
وتحقق شروط التلاصق (3.21) كما هو موضح 4 شڪل (17) حيث 


J “(0)=%*(0),k =0,1,2 


ال هندسة التفاضلية 





شكل (5) 


ملاحظة (؟7): 

تذكر أن الخط المماس عند نقطة 2/ على منحنى يعرف على أنه الوضع النهائي 
للخط الذي يمر خلال نقطتين متجاورتين على المنحنى عندما تقترب النقطتين من 
النقطة 7 
ملاحظة ۸۴ ): 

المستوى اللاصق عند نقطة م على منحنى يمكن تعريفه على آنه الوضع 
النهائي للمستوى المار خلال تلاث نقط متجاورة على المنحنى عندما تقترب النقاط 
الثلاث من النقطة (/. 


.5 ) الثلاثي المتحرك عند أي نقطة على المنحنى ( حقل المتجهات ): 
Moving Frame:‏ 
لكل نقطة من نقاط المنحنى (1) 1= 2 يصاحبها ثلاث متجهات وحدة 
متعامدة فيما بينها ولتكن 7,1,0 ك!إoاVec‏ |اaےonorm Orth‏ هذه الثلاٹیة 


تسمى الثلاثي المتحرك 11610 ۴۲4۳٠١‏ أو الإطار المتحرك على امتداد المنحنى. 


إسسسوا 


أولاً : نعرف الثلائي المتحرك للمنحنى المعطى بالتمثيل الطبيعي (5) ×= × حيث 


4 لق در م لم 
ا ل ل 





3 


ولإثبات ذلك نستخدم المتطابقات المعرفة 4 الباب الأول: 


<><X.X <- 1 : مثلا‎ 


A 


0 >< ر > س .. 
dt‏ 


ويڪون 
(s),#(s)>=0‏ > 
أي أن ( )× عمودي على * وليكن 7 متجه الوحدة على امتداد ( 5) × حيث 
د, 
|#(s)|‏ 
وبالحساب المباشر نجد أن (من (3.22)). 
<T,n> =<n;b >=<b 7T >=0‏ 
<T,T >= <n,n> =<b,p> = 1‏ 
T=nxb ,n=b xT, 5-1 xn‏ 
[Z, n,b|=1‏ 


)3.23( 


لاحظ أن المتجهات 1,7,2 4 هذا الترتيب لبا نفس الترتيب 2 الوضع لمحاور 
الاحداثيات وتسمى بمتجهات الوحدة للمماس ]19811861 '1 والعمود الأساسي ۸ 
20131 [8مأعص ةم والعمود الجانبي (الثانوي) 42 012011181 والمستقيمات غير 
المحددة الواقع عليها هذه المتجهات تسمى بخط المماس والعمود الأساسي والعمود 
الثانوي حيث العمود الأساسي يقع 4# المستوى اللاصق والعمود الثانوي عمودي عليه. 
أوجه الثلاثي المكون من حقول المتجهات 8 T, n,‏ عبارة عن ثلاث مستويات هي 


الهندسة التفاضلية 
المستوى العمودى ©2131 normal‏ 


<X - + )5(,7 << 0 )3.24( 


rectifying plane والمستوى المقوم‎ 


<X - : ى)‎ (,# <- 0 )3.25( 
والمستوى اللاصق‎ 
<X -x(s),} >=0 (3.26) 


حيث > متجه الموضع لأي نقطة 2 هذه المستويات كما هو موضح 4 شكل .)٠٠.۳(‏ 


n 





شكل (۱۰.۳) 
لاحظ أن المستوى المقوم هو مستوى تماس يحتوى على العمود الثانوي. وعليه فإنه عند 
كل نقطة على المنحنى يوجد تلاثي متحرك من المتجهات وثلاثي متحرك من المستويات 
وهي إطارات ملازمة للمنحنى وهي حقول المستويات 11610 77621017 1316م وحقول 
المتجهات المصاحبة لمنحنى الفراغ. 


اسه اتفاسية ) 


ملاحظة ( ۴ ): 

الثلاثي (7,7,0) يكون إطار متحرك عند أي نقطة على المنحنى كما لو 
كان هناك راصد 00561761 يتحرك على المنحنى. هذا الإطار يعتبر صورة للاطار 
الثابت ( و©ور©,,©) بالنسبة للفراغ الثلاثي ”18 . 
مثال (".15): 

بالنسبة لمنحنى الحلزون 

(5 بارامتر طول القوس) بت ادر القت ولد 009 رد 
أوجد الثلاثي المتحرك 1,2,2 والمستويات التي تحدد بأوجه الثلاثي المتحرك عند 
النقطة 0 = ى 
الحل : 

بالتفاضل واستخدام العلاقات (3.22): (3.23)» (3.24): (3.25) . 
00 


7 = )0(, س س‎ A = )-1,0,0(, b =(0,- 


=( 

0 0 7 :0 
عند البارامتر 0 = ؟ الذي يناظر النقطة (1,0,0) > (0)× على المنحنى. 
إذا المستوى العمودي والمستوى اللاصق والمستوى المقوم يعطى من 


و0 > x,‏ ,20 وعد- وي« و 220+ وم 


على الترتيب. 
ملاحظة ( ٠١7١‏ ): 


E 96‏ 
© المثال السابق م لأن 5 بارامتر طول القوس. 


كأنيا: : للمنحنى المنتظم (1) ×= × يكون - “2 وباستخدام طريقة 


لل سس 


جرام شميدت 5611121016 6۲۵۳ والعلاقة بين الضرب القياسي والاتجاهي 2 الباب 
الثاني يمكن تكوين حقل الثلاثي العياري المتعامد (2,0,[) على الصورة : 





)٠١7( شڪل‎ 


العلاقات (3.27) يمكن الحصول عليها بسهولة (جرام . شميدت) حيث المتجه 


u) 


:7< ,"ع > "برد نر 


Uu 
.b=T xn › 7 عمودى على المتجه 27 1 متجه الوحدة العمودى‎ 
- 0 ِ 


تعريف (0." ): 

الثلاثي المتحرك ((,7, 7) على امتداد المنحنى المنتظم (  )5‏ = × يسمى 
إطار فرينيه المتحرك .Frenet Frame field‏ 
مثال(.17): 

إذا كانت (5) ×= ×> ("ء)" ×= × تمثيلات طبيعية لنفس المنحنى. إذاً 


sS = +s” + const. 











الحل: 
نفرض أن ( ")8= 8 إذا 
o 4 ds‏ 
ds ds ds’‏ 
E‏ 
ds” ds ds‏ 
وحيث أن  »×‏ × تمثيلات طبيعية فيكون لدينا 
dx dx‏ 
1=| ج |=| س | 
ds ds‏ 
|j=1 or =+1‏ د | 
ds ds‏ 
وبالتڪامل نحصل على 
S = +s” +const.‏ 
وهو المطلوب إثباته. 


هق ل 


ملاحظة ( ١١١١‏ ): 
باستخدام الاتجاهات 7',7,7 نحصل على معادلات خط المماس وخط العمود 
الأساس وخط العمود الثانوي عند نقطة (,ء) ×= 7 على المنحنى (5) ×= ×: € 
كما هو موضح يه شكل .)۱١۱.۳(‏ 
R, =x (s, J+ AT‏ 
R =x (s,)J+ Un ,2,u,veR )3.28(‏ 
R, =x (s,)+vb‏ 





)١١7( شكل‎ 


ْ اقدسة اشن 


نمارين(؟) 


)١(‏ أوجد المعادلات البارامترية لمنحنى الحلزون الدائري الذي يقع على الاسطوانة 
4 - 2+ 7× ويمر خلال النقط (2,0,0) , (1/2,/2,/2). هل يوجد أكثر 
من حلزون دائري من هذا النوع؟ 
شاد نى الحلؤون الدائريئ له التمفيل اليا راهترق 
(©40560,2651260,926)-(6©)” وبالتعويض بالنقط المعطاة نجد أن 2 = 4 


1 


.)6 


1 1 
.(0) أوجد المعادلات البارامترية لمنحنى القطع الناقص الذي يقع 2 المستوى 0 و2 
ومحوره الأكبر يقع 2 المستوى ر × ,× ومحورة الأصغر هو محور 5 01. 
(إرشاد: =b sin‏ بعد (a>b «x cost x cost‏ 
رشساد: کا 2 0 - ر 2 هر دح 03 
3 


(؟) بين أن المنحنى التكعيبي (1 - 0 = 0 = 4) هو تقاطع الاسطوانات الآتية: 


=X‏ وعد =X‏ وعد 
(إرشاد: ضع = ,× والمنحنى التكعيبي (1ء, *51, /ه) = (£) <) 
)٤(‏ أوجد التمثيل البارامتري للمنحنى 
 OET E‏ داك وى د د 
(إرشاد: 1 S101, = 0081 ,× = s11‏ = , ,1= عرد (x‏ 
(6) أوجد التمثيل البارامتري للمتحتى 
(أسطوانتين دائريتين قائمتين) 


ما هي المنحنيات التي لبا هذا التمثيل البارامتري؟ 


س( 0 


2 2 2 2 
0 > + و مح XTX‏ 


3 ل 0 لو و 
(إرشاد: استخدم نظرية الدوال الضمنية وتأكد من أن 0 ج وعبر عن 
( )2 
و2 بدلالة ,× نجد أن المنحنى دائرة 2 المستوى و ×= ر×). 
(5) اوحجن الكمقيل البازامتري لی م ك ر راع ودر 
([رشاد: مثل التمرين السابق) 
(۷) هل المنحنى التكعيبي 2 تمرين )١(‏ يقطع الخط المستقيم 
? 7 + 1 - و 5u,‏ + 1- - ,2 ,2+ ]1 - ,2 
(إرشاد: ساوي المركبات للخط المستقيم مع مركبات المنحنى وأوجد قيم 1 
(E‏ 
(۸) ما هو المنحنى المعطى بالمعادلات البارامترية 
x, =1+sint, x, =-1-sinf, Xx, = 2sint ?‏ 
(إرشاد: راجع النظريات (2.1) & (2.2)) 
)٩(‏ هل المنحنى 
x, =cose',x, =sine',Xx ; = sine’‏ 
خط می أو مکی مشتوى: 
(إرشاد: راجع النظريات (2.1) & (2.2)) 
(١٠)أوجد‏ كل الدوال (4)/ من الطبقة الثالثة *') التي تجعل المنحنى 
xX; =f (1)‏ , الاو ع و3 COS,‏ = رلا 
(إرشاد: الدالة 9 يقال أنهامن طيقة *0 إذا كانت متضلة ولا مشتقات 
تفاضلية متصلة حتى الرتبة / وكذلك تحقق 0=["”×,” × <]). 


(١)أوجد‏ التمثيل البارامتري للدائرة 0 ع- عد 47 عد 0 وأوحجد طول 
محيطها عن طريق التكامل. 
(إرشاد : الدائرة المعطاة هي تقاطع مستوى مع كرة نصف قطرها 24 ومركزها 
نقطة الأصل). 
9 اوج طول قوسن المنحنن. ( 26د “2, '6) -(4)< من 150 إلى ,ل 
)١(‏ أوجد طول المنحنى التكعيبي (6/,3/*,/7) = () × من 0 =1 إلى 6 = ۲ . 
)١8(‏ أوجد معادلات خط التماس والمستوى العمودي عند أي نقطة اختيارية للمنحنى 2 
(17(. 
)216 أوجد معادلات المماس والمستوى العمودي للمنحنى الحلزوني 
( 514 6054,5124) = (4) × عند أي نقطة أختيارية /. إذا قطع المستوئ العمودي 
محور و × 4 نقطة © بين أن المستقيم 0/ يوازي المستوى ر ل ×. 
)١1(‏ أوجد الزاوية بين المنحنين 
(أسطوانتين مكافئتين) N e‏ )1( 
(منحنى تڪعيبي) X= SSE‏ )11( 
عند النقطة (1 ,1 ,1). 
(إرشاد: أوجد التمثيل البارامتري للمنحنى (1) والزاوية بين المنحنيين هي الزاوية 
)١0(‏ أوجد معادلة المماس والمستوى العمودي للمنحنيات 
( داع > وع, (2) =f‏ × )1( 
0 > (وعى,ع) © (i)  F(x,,x,)=0,‏ 
0 > ( واو وى *) © (i) F(x,,x2,x;,)=0,‏ 


ااال سس 


اهاد اوجد المقيل البارمترى الات مه بنطرية الدالة الصف 
ومناقشة كل الحالات الممكنة للدوال المعطاة). 
(سطح مجسم ناقصي (بيضاوي)) 2729 +32 +ع 
(سطح كرة) 2-6ج+ ربع 
عند النقطة (1 ,1 ,2). 
(إرشاد: مثل تمرين .))١7(‏ 
(15) اود اهاه متعة التمامل هتس التعطة الفرذة للج ر ع رك رمن 
(إرشاد : النقاط المفردة تتعين من 0 = ()' ×) 
(۲۰) هل البارامتر 4 هو بارامتر طول قوس للمنحنى (بارامتر طبيعي) 


Vt? +4-t 2 Vt? +4+t‏ 4 ع ول 
SS TE‏ بام ا 2 


((رشاد : تحقق من أن 1= | ×|). 


(١؟)‏ بين أن المستوئ اللاصق للمتحتى (2++ ,1-1,) =() × عند النقطة 
(1,0,2) يوازي محور و × (العمودي على المستوى عمودي على محور (X3;‏ 


(إرشاد: أوجد b‏ وآثبت أن 0=> <b,e;‏ (. 
(26) أوجد المستوى اللاصق للمنحنى التكعيبي عند أي نقطة اختيارية. 
(17) أوجد رتبة التصاق المنحين ,1-2 > 2 وت و2 مع المستوى اللاصق عند النقطة 


(1,0,0). 
(إرشاد: أوجد التمثيل البارامتري للمنحنى حيث أنه تقاطع أسطوانتين). 


لوس 


1 ْ اة الفاضلية | 


(14) أوجد رتبة التصاق اللمنحن (7 5,4 4,#4) = () £ مع كل من المستويات الإحداثية 
الثلاث. 
)۲١(‏ بين أن المستوى اللاصق لمنحنى مستوي هو المستوى الواقع فيه المنحنى. 
(17) بين أن المنحنى الذي له كل المستويات اللاصقة عند النقاط على امتداد المنحنى 
توازي مستوى ثابت هو منحنى مستوي. 
(۲۷) أوجد حقل المتجهات 1,7,2 للمنحنيات 
(i) x (£) = (2sinf, sin 2f,2 cost)‏ 
وأهة خخ (ii) VR‏ 
(منحنى تقاطع أسطوانة دائرية قائمة مع مجسم زائدي). 
۵Q‏ اوجن ركية التضاق انى 
(('*54(,3)1-6م»2 + )6-,(1- ))4) = )£( x‏ 
مع المستوى 0 - 16+ و - و * + ,ا عند النقطة (12,0-,4-) . هل هذا 
المستوى هو مستوى لاصق للمنحنى؟. 
(9) بين أن التمثيل البارامتري 


0 / , ((5) رع10 م دو( 8 x (s)=(‏ 


5 ) 7 
تمثيل طبيعي حيث 1+ * ول/1+ و=(ء) / 


شاد :أبنت ار سک : 
0 3 ك : 


)۳۰( أوجد التمثيل البارامتري الطبيعي للمنحنى 


x =(e' cost ,e' sint,e' ),t eR 


u س‎ 


الهندسة التفاضلية 


1 
dx‏ 
(إرشاد: استخدم العلاقة ||| = 3 لنحصل على 3 دالة يذ / ومنها نحصل 
0 
على (2)5/- 4) 
(١5؟)‏ بين أن الدوال الاتجاهية 
xX = (logu,sinlogu,1), O<u > ©‏ ; م > <f‏ محر( x = (t,sint,e'‏ 
هي تمثيلات بارامترية لنفس المنحنى الموجة (منحنى منتظم). 
(إرشاد: استخدم تغير البارامتر المسموح به 1 4-108 وتأكد من أن 
dt 1‏ 


)—=—- <0 
du u 


(50) أوجد طول قوس المنحنى (2 > 6),0<1 ,21 x =(3cosh 2/,3sinh‏ 


9 بيخ أن المعاسات للفتحت 284-236 51*23 2)4 × تصنع زاوية ثابتة مع 
الاتجاه الثابت )1,0,1( d=‏ 


1 1 
)۳١(‏ بين أن المنحنى (1- -,- - 20,1) >( /2) × يقع ل مستوى حيث إ0) - €۸ 11 . 
Uu U‏ 


(50) أوجد تقاطع المستوى ر | × مع خطوط التماس للمنحنى 
0< نار( C :x = (cosu,SIN1/,11‏ 
(إرشاد: أوجد معادلة المماس للمنحنى € عند آي نقطة اختيارية 11 وضع 0= × 
(المركبة الثالثة 4 معادلة المماس) نحصل على نقاط التقاطع وهي تمثل منحنى 
واقع ‏ المستوى 0= 7 32) 


الباب الرايع 
الهندسة الخارجية لمنحنى الفراغ 


Extrinsic Geometry of Space Curve 


بعد أن قدمنا تعريف منحنى الفراغ من خلال دالة اتجاهية منتظمة 2 متغير 
واحد وقدمنا كذلك طرق الحصول على التمثيل البارامتري المنتظم للمنحنى وعرفنا 
دالة المسافة القوسية على المنحنى من خلال المشتقة الأولى للدالة الاتجاهية التي تعرف 
المنحنى. المشتقة الاتجاهية هذه تمثل متجه السرعة من خلال المشتقة الأولى. عرفنا 
کر كاز رظان ق والستورات ا حكن اي تفط على 
المنحنى. والسؤال الذي يطرح نفسه الآن ماذا عن متجه التسارع ونعني به الانحناء 
وكيف نفرق بين منحنى 2# المستوى ومنخنى ب الفراغ وذلك من خلال دالة اللي وهذا 
هو موضوع هذا الباب الذي يحتوي على طرق حساب الانحناء واللي وصيغ سيريه . 
فرينيه التفاضلية المصاحبة لإطار فرينيه وأخيراً نطبق ذلك على المنحنى الحلزوني. 


( 14 )دالة ( حقل ) الانحناء لمنحنى فراغ: 


Curvature Function of Space Curve: 


:) ١4( تعريف‎ 

يعرف الانحناء عند نقطة ما على منحنى فراغ منتظم بأنه مقياس المعدل الذي 
عة يدور اتخ مها عن تفط الما عن فك النقطلة. 
نعتبر منحنى 2# الفراغ له المعادلة الاتجاهية (بدلالة بارامتر طول القوس ؟) الآتية: 


x =X )5( (4.1) 


الانحناء للمنحنى (4.1) عند النقطة التي لها البارامتر ,5 - ى هو معدل دوران المماس 
ويعطى من 


م0000 


1 )4.2( 


حيث 40 هي الزاوية بين المماس '1 عند النقطة ,5 والمماس ۸1+ 1 عند 
النقطة ۾ ک۸ + ,مى كما هو موضح 4 شكل (14). 


كد +1 


طذ + 0 


اتجاه ثابت 





مثال :)١4(‏ 
أوجد الانحناء للدائرة التي نصف قطرها © وتمثيلها البارامتري هو 


× )5( = (sin, sin ,a cos) بارامتر طول القوس)‎ 5( 


الحل: 
اتجاه المماسات للمنحنى (الدائرة) عند النقط المتجاورة ,ك5 ,رك + ك تعطى 
من 
(متجه الوحدة) ا ل Cs E‏ 
ds  ™ ENI 2 ١‏ 


e e 


ووفك وز AS,‏ اوو 1 As,‏ کو ت 
و 9 7 3 1 م كرد 
على الترتيب. إذأ الزاوية ۸0 بين المماسين تعطى من 


5 رك . عق + ى‎ . 5 +As 
cosA@ = حت دم دوزو كدوزو + مده وونح ك وون‎ 
0 0 0 0 








As As 
= (باستخدام المتطابقات المثلشة)  2-- 40 د‎ 
0 0 


حيث 40 هي الزاوية بين المماسين عند النقطتين ,كور كا + ر؟ 
Ad 1 : A0 1 1‏ 


==, .ع1‎ اim‎ == 
As, ad كك‎ +0 As, a R 


أي آنة نة للداكزة بكون الانحتاء مساو مقلوب نصف القط ر وغموما قوب 
هذا المنحنى هو دائرة واقعة 4 المستوى ×= 7 3. 


تعريف (۲4 )+ 


يعرف متجه الانحناء لمنحنى € عند نقطة ما بأنه معدل دوران متجه المماس 





عند هذه النقطة. 
نظرية :)١4(‏ 

المنحنى المنتظم ( 7)5- #: €١‏ (متصل وقابل للتفاضل مرتين) له انحناء محدد 
عند كل نقطة من نقطه ويعطى من ا(2 2 م حيث (7)5 - ”7 هو التمثيل 
الطبيعي للمنحنى €. 
البرهان: 


نفرض أن ۶ نقطة ما على المنحنى € وأن المماس عند 2 هو 7 والعمودي 
الأساسي عند ۶ هو : ونفرض أن © نقطة قريبة قربا كافيا من 2 أي أن المماس 


4 ظ 


عند © هو 067 + 1 والعمودي الأول (الأساسي) هو 07+ 7 كما هو موضح 2 
شكل .)۲.٤(‏ 





1+0 


)١١( شكل‎ 


وباستخدام تمرين (5) من تمارين (۲) 2 الباب الثاني نحصل على: 
00 
2 
حيث £ وحدة المتجهات 4 اتجاه '07 كما هو موضح ے شكل (4.؟) حيث 
دم +عادام 


. SL _ 2sin 4 00 _ sin $ 00 








Es 0 Fs 4 لوم‎ 
OST dT 06 
]im اجاح دحت‎ lim k =n 
pp OS ds ds ا‎ 
“.T=kn )4.3( 


س سس و سس 


اسه اتفاضية ) 


1+0 OL 
1 
)۳.٤( شكل‎ 
dr dr 
T ج‎ T + OT س ) س‎ 
ds > 6 عد‎ 


عند النقطة ( ۸۶ + 5)() » (ء)۶ على الترتيب. 
المتجه 6 المعرف من خلال الدالة الاتجاهية 





00 
4.4 ۸= = حت ح (و)م 
£(s) e (4.4)‏ 
يسمى بمتجه الانحناء 1760107 ur۷ atu ۲e‏ ويكون طول هذا المتجه هو الانحناء ۸ 
ويعطى من 
EF 2 1 0‏ 
4.5 د 3[ + ة ر + ]دإ سإ | 7= ۸ 
(4.5) 7 [2+ در الل ف 


وبهذا نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية. 
اتجاه متجه الانحناء يتحدد بالطريقة الآتية: 

إذا أخذنا 7 ناحية الجهة المقعرة 600119616 من المنحنى فإن الانحناء يكون 
موجب أما إذا أخذنا ۸ متجه ناحية الجهة المحدية 0011/6 من المنحنى فإن / تكون 


1 ا : : 
سالبة ويسمى 3 = م بنصق قطر الانحناء 11129/3]197/6© 01 1201115. وسنتفق من 


0 


الآن على أن يكون الزوج ((5(,722)5) 1) بريمة يمينية ‏ الفراغ ® = £ كما هو 
ميين بالشڪل (0.:). 





شكل (:.:) 


النقطة التي عندها يكون 0 =( )£ أو (۶)4 ۸ -(2)5 بحيث 0 *#(2)5/ تسمى 
نقطة انقلاب للمنحنى ۴011 111116611011 أو نقطة انعطاف أي النقطة التي يغير فيها 


3 


م0 


وتسطتن الول بات انحناء المنحنى موجب إذا كان ج - 7 اتنا العميوذ 
3 

الآأساسي 7 أما إذا كان يوازي 7 2 الاتجاه المماكس فإن الانحناء يكون سالب 

(آنظر شكل (:.0). 





(1-25 
k>0‏ 
شكل (:.20) 
واضح أن © نقطة انقلاب للمنحنى المبين بالشكل (0.4) وبمقتضى هذا الاتفاق يتضح 
أن انحناء المنحنى # الفراغ غير سالب ولكن بالنسبة للمنحنيات التي تقع 2 المستوى 
E E‏ حك ادنم ولتشويك بهذو لاشسارة BEES A‏ 
متجه التماس ( 74 للمنحنى (4)/ > / يدور أثناء حركته على المنحنى بے اتجاه 
زيادة 1 (البارامتر) وبالتالي الانحناء يكون موجب أو سالب بالاعتماد على اتجاه دوران 
المتجه (/)' 7 كما هو موضح بالشكل .)1.٤(‏ 





ملاحظة (۱4): 

نقطة الانقلاب أو الإنعطاف تسمى أحيانا نقطة مستقيمة 0184م ع şta‏ 
حيث 0 = /, 
نظرية (4؟): 

إذا كان انحناء المنحنى ينعدم عند كل نقطه عليه فإن المنحنى خط مستقيم. 
البرهان: 





r(s)=as + 

حيث 2 , 4 متجهات ثابتة والمعادلة 6+ 5 © - ( 5)”/ تمثل المعادلة الاتجاهية للخط 
المستقيم الذي اتجاهه 4 ويمر بالنقطة 6 أي أن المنحنى الذي له الانحناء ينعدم عند 
كل نقطه عليه يكون إما خط مستقيم أو فترة مفتوحة (قطعة مستقيمة) من خط 
مستقيم والعڪس صحيح. 
(4؟)دالة اللي لمنحنى الفراغ: Torsion function of a space curve‏ 

نعلم أنه بالنسبة للمنحنيات 4 المستوى يكون المستوى اللاصق للمنحنى ثابت 
داثما (.001151 = 5) ويكون هو المستوى الذي يقع فيه المنحنى نفسه. ولكن لمنحنى 
التراغ لذ يكون هذا مكحا 2018 خ6 انما تحت أن اى الأو لحني 
يغير اتجاهه عند كل نقطة من نقط المنحنى وعلى ذلك فإنه يكون لبذا المستوى معدل 
دوران هو 4# نفس الوقت معدل دوران العمود الثانوي للمنحنى أي معدل دوران / 


1 . db 
والاواساوة 550 ولذلك نعطى التعريف الآتى:‎ 
. 0 ك‎ 


حت ي 


تعريف (1؟ ): 


يعرف اللي عند نقطة على منحنى الفراغ بأنه مقياس المعدل الذي عنده المنحنى 
يلتوي عن المستوى اللاصق له عند هذه النقطة وعليه يكون للمنحنى المستوى اللي 


فإذا رمزنا إلى | ما بالرمز 2 فإن (7 تسمى اللي 10151011 للمنحنى) : 
db‏ 
)4.6( ا =| |= 
db‏ ٭.. 
إذا كان 0= 7 ا أي أن ۵ متجه ثابت المقدار والاتجاه وليكن 
0 3 


مساوياً ,۵ وبناء على ذلك إذا كانت معادلة المنحنى هي (7)5 - 7 فإن: 
0=> رطا 1 >س< نار( عاذ <=> rb,‏ >2 
3 


لأن م6 عمودي على 7 وهذا يعني أن 

<rF(s رار(‎ > = const. 
إذاً فهي معادلة مستوى.‎ ٨)8 ( وهي معادلة خطية ب2 مركبات الدالة‎ 
وحيث أن 0 =< ,2,2 > فإننا نستنتج أن المنحنى يقع بأكمله 4 المستوى المولد‎ 
بالمتجهات 7# ,1 (المستوى اللاصق) ويسمى المنحنى 4 هذه الحالة منحنى مستوى‎ 
أيضاً إذا كان لدينا منحنى مستوى فإن المنحنى يقع 2 المستوى الذي‎ .ماaصne‎ curve 
يحتوي المماس والعمودي الأول (العمود الآساسي) ۸ على المنحنى وبذلك يكون العمودي‎ 
على المستوى الذي يقع فيه المنحنى'ثابت الاتجاه أي أن‎ 
db 
ds 


وبالتالي نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية : 


0= = = ۵ وهذا يكافئ أن 0 =|6 |= 7 


نظرية (4؟): 
يتلاشى تطابقياً أي لجميع نقاطه.. 


ملاحظة (4؟ ): 
إذا كانت //ا هي الزاوية التي يدور بها المستوى اللاصق فإن اللي 7 يعرف من 
dw‏ 

خلال e‏ حيث 5 البارامتر الطبيعي للمنحنى ( 5)/ - 7. 
١ 5‏ 

:)٤4( نظرية‎ 


المنحنى المنتظم (مستمر وقابل للتفاضل ثلاث مرات) له لي مطلق محدود عند 
كل نقطة من نقطه والتي عندها الانحناء / يختلف عن الصفر ويعطى بالعلاقة 
3 2 
)4.7( ,1 
حيث ( ۲)5 = ١‏ هو التمثيل البارامتري الطبيعي للمنحنى. 
البرهان: 
إذا كان الانحناء للمنحنى عند النقطة (2)5 يختلف عن الصفر فهو لا 


7| 


يساوي الصفر عند جميع النقط القريبة جدأ من ( ٨)8‏ بسبب خاصية الاتصال. 





b(s + As) 


عند كل ألنقط التي فيها 0 ۶ / تكون المتجهات ( ۶)١‏ ,( ۸)8 تختلف عن الصفر 
وغيرمتوازية وبالتالي فإن المستوى اللاصق يكون موجود عند كل نقطة 
( ۸8 + )© مجاورة للنقطة (2)5. نفرض أن ( ۸8 + 2)5 ,(2)5 هي متجهات 
العمود الثاني (الثانوي) عند © ,/ على الترتيب على امتداد المنحنى (5)/ - 27 
۷ هي الزاوية بين هذين المتجهين كما 2 شكل (:-8). بما أن 
(۸8 + 2)5(,8)5 متجهات وحدة فإن ظ 


. A 
b(s + As )- b(s)| = 2sin 0 (أنظر تمرين (۳) 2 تمارين الباب الثاني)‎ 








0 : ىن‎ AW 
N ¢ +As) له‎ - im 25111 
١و ج‎ 0 AS As 40ھ‎ AS 
A 
As +0 د‎ As 
0 
| 
ds 
وباستخدام تعرف اللي نجد أن‎ 
db 
| اخ لداع‎ 
. كأ‎ 
وحيث أن‎ 
db 0 
(من تعريف ۵) (72م 7)س ص تل‎ 
ds ds A) E 
فإن‎ 
4 2 41 كر و‎ r L ))4.3( (من‎ 


5 dn dn e 
۵ اذا‎ E > وإغاان‎ ١ ا على كل هن ا و‎ 


يوازي 7 وبالتالي يكون (من (4.3). (4.4)) 

















db db 1dr 
| چ ,ج >| = |< ر ,= »دز‎ <| 
ds ds Kk ds 
الك‎ db dr | 
k ds ` ds 
1 مك‎ dr 
b=T جدم حب ح رم‎ 2 
د اوت‎ 
db 1dr dr 
أد کک ج کے‎ 
ds kds ds? 1 
e 2 9 ۶ 
للدم‎ E, اد بعك عت‎ 
Kk ds ds ds? 


وهذا يكمل برهان النظرية. 
dr‏ م*4 dr‏ 1 
kk” ds ds ds"‏ 
حيث الإشارة الموجبة تدل على دوران المستوى اللاصق 2 الاتجاه من 0 إلى / والإشارة 
السالبة تدل على أن الدوران ب2 الاتجاه من / إلى 6. 
ملاحظة (4؟ ): 
RNa‏ سحن" وسفن متها ناما نوف Ea‏ سن أن 
يكون خط مستقيم وكذلك اللىّ 2 يمكن أن يتخد متياسا لئ انسراف المنحنى 


عن أن يكون منحنى مستوى. 


رم( 


فة سمي ) 


مثال (۲4): 
أكيوة أن تدان لمتحي 
asin@,b0)‏ ,056»عه)- r‏ 
ثابت وأن المماس للمنحنى يصنع زاوية ثابتة مع محور 02 . 
الحل : 
بما أن 


(26»056,6 ,0(مأوه- )- حل ف 
d0‏ 


.. | حك‎ FTE 


e ,acos@0,b) 
a” +b 
حقل متجه الانحناء ) يعطى من:‎ 





4140 
0 5 dO ds 
(-cos@,-sin@,0) 
لاحظ أن‎ 
1 dr 006 1 0 


اك ا 
a a? +b ` 6‏ |" 


إذا دالة الانحناء تعطى من 





9 2ه 05 .- س 04 ٠.‏ 
(لاحظ أنه ثابت ولیس دالة) .]0085 = چ -=|)|= ۸ . 
+b‏ بن 
وهذا يوضح أن الانحناء 0 < ۸ إذا كانت 0 < © » الانحناء 0 > ۸ إذا كانت 0 > 4. 


الزاوية # بين المماس ‏ للمنحنى ومحور 02 تعطى من 


ْ و6 


الهندسة التفاضلية 


cos f= <T,e, >= = const. و©,' 7 متجهات وحدة)‎ ( 


6 
va” +b?‏ 
حيث 63 وحدة المتحهات 2# اتجاه محور 02 . 


ملاحظة (4: ): 
منحنى الفراغ ج المثال السابق يسمى حلزون دائري (أنظر شكل (15)). 
(54 ) صيغ سبريه . فرينيه التفاضلية : 
Serret — Frenet Differential formulas‏ 
نفرض أن لدينا منحنى ( 5)/ - 7 4# الفراغ حيث 5 هو بارامتر طول القوس. 
من سابقاً نعلم أنه عند النقطة 7 على هذا المنحنى يوجد الثلاثي (1:,2,2) حيث 
(2)5- 2)5(,5 = #,( 5) 7= 7 والمطلوب الآن هو إيجاد صيغ للمشتقات 
(5(,2)5(,5)5) .1 . لذلك سنرمز للثلاثي (1.,2,5) بالرمز (5) رلا حيث ,1 -/ 
203 أي أن: 


وحيث أن هذا الثلاثي عياري متعامد فإن: 

(4.8) 0د ,< 
بالطبع عندما نفاضل أي دالة متجهة ( 5) ,۷ بالنسبة إلى 5 ينتج حقل متجه على 
امتداد المنحنى ولذلك فإنه يمكن كتابة ( 5) ,۷ كعلاقة خطية من المتجهات ,۷ 
أي أن : 


3 
(4.9( الي و aj,‏ زح -(5) ,نا 
e ds‏ 


اة اتغاضية | 


هو موضح © شكل (.2). 





شكل (٤۔۸)‏ 
بضرب طرخ المعادلة (4.9) ضرباً قياسياً بے ,۷ ثم استخدام (4.8) نحصل على: 
<i, <-> Da, > = Da, 6 =2, (4.10)‏ 
ادر ادر 


> )الاو ,<= 0 0 


وبتفاضل العلاقة (4.8) وباستخدام (4.10) نحصل على 
0 ا 
(4.11) 


. a, +a, =0 or a, =~a, 


بوضع ر = 7 2 (4.11) نحصل على 
(4.12) = 
من (4.11): (4.12) نستتتج أن المصفوفة (©) شبه متماظة. 
والآن بوضع 1,2,3= 1 2 المعادلة (4.9) واستخدام (4.11)ء (4.12) نجد أن: 


ري ا 


سس 


وأو 4 + al‏ = (5) 2 - (5) نا 
(4.13) وتأبيه + aT‏ - - ( 2)5 - (5) رما 
لجيه - :1ن ,ه- = ( 5) 2 - (5) رلا 
وبما أن مم - 1 . إذا من المعادلة الأولى ے2 (4.13) نجد أن 0= .4 ,۸= يبك 
ومن المعادلة الثالثة ب2 (4.13) نحصل على 2رره - > (5)5 ولكن (من (4.6)) 
7 =| إذا + +2 ريه , 
وسنأخذ الإشارة الموجبة إذا كان الثلاثي يكون بريمة يمينية وكان البارامتر على 
انى دق تجاه تزايد ف آي فار ج وة وه يودع إن مع 2د م 
وبذلك نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية (4ه ): 
لمنحنى الفراغ المنتظم ( 5)/ - ١‏ يتحقة 
)414( كح , وعدة, T=kn,i=th-kT‏ 
ds‏ 
وهذه الصيغ تعرف بصيغ سيريه . فرينية التفاضلية لأي منحنى منتظم 2 الفراغ. 
راا فمل سعاذلات السركة لنقطلة جرف على متحت قراغ 
المعادلات (4.14) يمكن كتابتها على الصورة 
T 0 kk 0T‏ 


n |l=l—-k 0 Tn 
b 0 جح‎ 00 


4 
ds 


باستخدام هذه الصيغ يمكننا إيجاد صيغة لللي والتي يمكن منها حساب 7, / 
. بسهولة ولذلك نعتبر الحالات الآتية: 
أولاً : إذا كان المنحنى معطى ب4 الصورة (5) ٣‏ = #(تمثيل طبيعي) فإن 


F(s)|‏ |= ).مع د 1- (ى)ة, 2< رمخ 
(من (4.14)) مع +( -م)غ دمع بزع د (ن)”, 
F(s$)=-kT+kn+krth‏ . 
حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين ,۸ يعطى من 
FxF =k’ tT +k hb‏ 
وحاصل الضرب الثلاثي القياسي للمتجهات ٣٤۲٤۶‏ هو: 
<F (ExF)>=[F,E,E]= kr‏ 


t= Ek? =|EF 


أو الصورة 
(4.15) ةج = r‏ ,ادم 
4 
ملاحظة ( 04 ): 


الثلاثئي [1,7,2) بهذا الترتيب يكون بريمة يمينية آي الدوران عجكس 
عقارب الساعة يؤدي إلى الصعود. ومع عقارب الساعة يؤدي القن الببوط (بريمية يسارية) 


كما ے شكل .)۹.٤(‏ 
بريمة يسرى بريمة يمنى 
(2>0). (2<0) 


)١.:( شكل‎ 


ثانياً: إذا كان المنحنى غير معطى ب2 الصورة الطبيعية أي بدلالة بارامتر طول القوس 5 
ڪبارامتر ولكن بدلالة أي بارامتر آخر * مثلا أي (7)0 = ٣‏ فكيف تكون الصيغ 
(4.15) بدلالة البارامتر 1 ؟ 

للإجابة على هذا السؤال نعلم أن : 


Cs )= Ts "+s‏ - (ب0"م. 
du‏ 
ومن (4.14) نحصل على 
'(4.14) موي +" 75 r"(u)=‏ 
ونوضح ذلك ذ شكل .)٠١.1(‏ 


T 





فس سمي ) 


ملاحظة ( ٤ےا‏ ): 


المتجه (2)'” يسمى متجه السرعة ۷٥10٥1¥‏ بينما قيمته |( ⁄) ۲| تسمى السرعة 
ds 5‏ 1 4 ل 
spe‏ وتساوى 0 ى - لا ومتجه التسارع هو ( 20)”” 1760101 .acceleration‏ 
1 


ملاحظة (4,): 


ds 
حيث‎ ٣ )/(۷ '1' +۸۷۳۸ من الصيغة التفاضلية‎ 
1 


السرعة يتضح ما يأتي: 
المركبة المماسية '7' 7ت 7" 5 لمتجه التسارع (/#)”/ تقيس معدل تغير السرعة ۷ 
aD‏ (0) انتما EP Ra‏ تقس معدل HSS‏ مومه 
قوانين الحركة لنيوتن نرى أن هذه المركبات تمثل قوى تؤثر على الجسيم المتحرك 
أثناء حركته. 
مثال(54؟): 

أثناء حركة سيارة على طريق مستقيم فإن القوة الوحيدة التي تؤثر أو يشعر 
بها السائق أثناء تزايد أو تناقص السرعة هي القوة المماسية 7'«= '7” 5ى. 
مثال(4ة): 

2 المثال السابق إذا كان الطريق منحني (بدون جوانب 05501052060ا) 
والسرعة هي ۷ فإن القوة المؤثرة على جانبي الطريق هي ۸ ”۸۷ . 
ملاحظة ( ۸4 ): 

1 مقتس مد ا لخلرية و ر ارغ‎ NE 
وبالتفاضل مرة أخرى للعلاقة '(4.14) بالنسبة إلى # يكون لدينا‎ 

r "(u)=Ts "+k ns 's "+ ks n + 2ks 's "n + ks "(rb -kT) 
حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين " #," ۲ يعطى من‎ 


ts 30‏ ع/ + Pb‏ و2 ع" ى)2 وع/ - مر" 5" ىج ع/ - 2" و ع "تر يعر 


س( ات 


وبالضرب قياسياً 4 '7 تحصل على 
(4.16) “وج ("xr") >= k‏ عرب 


حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين " /,'/ هو 





1 1 2| 1 1 
(4.17) اعا ۾ ر کے 
3 3 
مق !174:16 ل عن 
(4.18) 1ے اع« ما 
lr | ERE‏ 
وهذه هي صيغ الانحناء واللي لآي منحنى ے الفراغ معطر بدلالة آي بارامتر عام 11. 


مثال (4ه ): 
أوجد متجه الانحناء / والانحناء / للمنحنى التكعيبي 


عند النقطة التي لہا البارامتر 1 = 1. 
الحل: 
من معادلة المنحنى نحصل على 
qd‏ 


r'(1)=Ts'= (|, 107) , 1= 
r(u)=Ts ' = ( ) 0 


2 2° 4 
ST =l+ +, 


"ودارب ل 3 


u 


DE (14,1)‏ 1+4( = 7 .“ 
وبالتفاضل بالنسبة إلى # نجد أن 
2ب 1,1() 24° + (u‏ ?)+ رهج 1) T'=(l+u? +u*)3(0,1,21)-‏ 
بعد الاختصار وتجميع الحدود نحصل على 
T'= «(1+ +1) (u + 2,1-1,1 + 24)‏ 


+ dT dı T' 
~~ 45 ds ا 'ى‎ 

ادا متحه الانحناء Kk‏ يأخن الصورة 
k =T = (1+ u +1°)? (u +2°, - 13 + 24 (‏ 


عند النقطة 1 = 1 يكون 


./2 


1 
k=- (1,0,1), OT. EE ETE ا‎ 


0 
3 
مثال (74): 
عين الثلاثي (6, ۸,[) عند أي نقطة على المنحنى 
eR‏ د +u°)‏ و3 32 ذه - r (u) = (3u‏ 
ومن ثم أثبت أن 7= ۸ عند أي نقطة على المنحنى. 
الحل: 
من معادلة ١‏ لمنحنى (مثل المثال السابق) نحصل على 
كود ووه ويم نرف عقر 
du‏ 


TS ' 3301-7 ,21 1+177 
..s ” =9))1-47(” + 4 + )] +1)” ) =18)1 + (2 


لوقو تيحن دان 
du‏ 
ومنها نحصل على متجه التماس على الصورة 





,2u,1 +1‏ 1-4 
E IETS‏ 
بالاشتقاق بالنسبة إلى 1 للدالة 7 نحصل على (تفاضل حاصل ضرب دالتين إحداهما 
قياسية). ش 
(2)1-47(,0 0 
E‏ 
“T= i -47,0(‏ 
)1+4( 
ومن تعريف متجه الانحناء نحصل على ش 
ا زا د د ےم 
S' 31+14 ( ds‏ 
إذاً العمود الأساسي يعطى من 
ع 
س 
|k| 1‏ 2 
ومن تعريف العمودي الثانوي 6 نحصل على 
€3 €2 € 1 
x= u 24 1+4‏ 27م 
[xn 1 :‏ 
a” 10‏ ردت )+( 2 
1 : 
e, + (1+4 €.‏ ينه 2-1(6*)) اسلميد ل مق . 
A+) Je, - 2u €, +) €)‏ 4 


وبالإشتقاق بالنسبة إلى # تحصل على 


2 ي 


ا 


(1+1*)(2u)- (u? -1)(21) (1+1”)(- 2) - (21 (21) 


: ,0 
8 +) i) ) 
e -1(,0( 

5 

1- 24,47 
e E ,0(‏ 
ومن تعريف 8 نحصل على 

0 1 1 

ل حك 

: -1 -1 ۰ 
س‎ 0 
O E O 
a E r e 
TOMY SS نا‎ N) 


مثال (۷4): 
بالنسبة لمنحنى الفراغ r = (u ,6u,31?) „u € R‏ 
(1) أوجد الانحناء واللي للمنحنى 
كان السوذيق اجان اتح هتد اتقن (10 ,68-12 :21637 
متعامدان: 
(111) أوجد معادلة المستوى اللاصق للمنحنى عند النقطة (6,3-,1-) 
(17) أثبت أن المماس للمنحنى عند جميع نقطه يصنع زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت وأوجد 


هذا الاتجاه. 
الحل: 
بما أن (61,3, r = (u‏ 
وبالاشتقاق مرتين بالنسبة إلى 1 نحصل على 
(4.19) 75ح (6,61, *31) r'=‏ 


2 7 ات 


(4.20) م “و +" (6u1,0,6)=Ts‏ "مر 
04 
حيث ' - سح وى بارامتر طول القوس. 
du‏ 
بضرب (4.20) ,(4.19) اتجاهياً نحصل على: 
(36,18u7,-361)=ks "b )4.21(‏ "رمام 
بتربيع العلاقة (4.19) نحصل على ( ”'8=< '","/ >) : 
*((2 + 3)02) = 362 +36 + "94 = ”ی 


ds 
.. $' == 2305+ 2( 
U 
فإذا ما اتفقنا على اختيار قياس 5 بے اتجاه تزايد 1 آي تكون 5 دالة تزايديه 4 1 فإن‎ 
00 ٠ ds 
تكون موجبة وبالتالي نختار الإشارة الموجبة آي آن‎ 7 
Uu 
s' =3) +2( )4.22( 
۸ كذلك إذا ما اتفقنا أن يكون العمود الأساس اتجاه الناحية المقعرة من المنحنى فإن‎ 
تكون موجبة. ومن (4.21) نجد أن اتجاه 2 يطابق تماما اتجاه المتجه "۸۲ أي له‎ 
الاتحاء ( 234 * 0 5 6 تكون مستاوية تدا المتعه مقسومة على :طولة أ‎ 
2,11 1 1 2 
4 كم عت‎ (2,1 ,-24( )4.23( 
Vu +a 4 U +2 
الان تخل علية انا من( 4-21 وذلك شرمع الطرفين اى أن‎ 


ks * = (18) (u +4 + 4) = (18) (17 + 2) 





18)17 + 2( 


زركلا 


3 


اس سس 


)4.24( ) ام 


بأخذ الجذر التربيعي مع ملاحظة أن /,' 5 موجبة وبالتعويض من (4.22) عن ' 8 
نحصل على 


2 )4.25( 


دم 
27+ 3)4 
لإيجاد اللي 7 نفاضل (4.20) مع التركيز فقط على الحد المشتمل على 0 فنحصل 
على (باستخدام صيغ فرينيه (4.14)) 
)4.26( نطو ”)+ )...( + 1ز...) = )6,0,0( = r"‏ 


بضرب (4.21) © (4.26) قياسياً نحصل على 
216 
ks 16‏ 


وباستخدام العلاقة (4.24) نجد أن 


216=k sr دح جح‎ )4.25( 


2 1 
21 + 3)47 
عند النقطة الأولى (1,6,3) يكون البارامتر] = 1 وعند النقطة الثانية (12,12-,8-) 
يكون البارامتر 2->/1. يمكن حساب 5 عند 1 = 1 ,2- > 1 من (4.23) كالآتي: 
2 2 1 2 1 2 
Û E EEE‏ سد SS TSS Ts b E‏ 6 
0 3 ب 2-,)2( 5 3 (P2). -ı‏ 
واضح أن 0 => 2= ,)2( (bP),‏ > 
وبالتالي يكون المتجهان = (b),-25(2).‏ متعامدان. 
من المعادلة (4.21) نجد أن المتجه (/361-,36,18/7) يوازي العمود الثاني 6 
إذأ المتجه (/20-,2,8/7) يوازي (//) 5 . بالتالي فإن المتجه (2,1,2) يؤازي م 
عند 1- = 1 وهو عمودي على المستوى اللاصق للمنحنى عند النقطة (6,3-,1-) . 
إذا معادلة المستوى اللاصق المطلوب هي 


س( 2 


2(x+1) + (+6) + 2(z-3)=0 or 2x+y+2z2+2 =0‏ 
من المعادلة (4.19) نجد أن المماس 7 للمنحنى يوازي المتجه الذي مركباته 
)1,2,2( ويعطى بالآتي: 
(u ,2,2u( T _ (4 ,2,21(‏ 


3 7 عو ي 
u" + 4u? +4 H2‏ 


لنعتبر المتجه الثابت (1,1,0) = © حيث وحدة المتجهات © على امتداد © تعطى من: 


T= 


=) 


01 
ىم 


حيث ‏ الزاوية بين ©,1. واضح أن 


050 -> 76 E و‎ 
2 2 

أي أن المماس للمنحنى يصنع دائماً زاوية ثابتة : مع الاتجاه الثابت ©. 
ملاحظة ( ۹4 ): 

المنحنى © المثال السابق يحقق 7= / ويصنع زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت © 
ويسمى منحنى الحلزون. 
ملاحظة ٠١4(‏ ): 

طريقة حل المثال السابق تعتبر خطوات ثابتة ومحددة يمكنك إتباعها ‏ حل أي 
تمرين من هذا النوع حيث يمكن عمل برنامج حاسوب مناسب لبذه الطريقة و هذه 
الحالة نقوم بإعطاء معادلة المنحنى البارامترية ونأخذ النتائج كما نريد. 
مثال (۸4): 

أثبت أنه على طول المنحنى المنتظم من نوع € على الأقل وله المعادلة 
الاتجاهية (7)5 - / يكون 


0 
حيت #[المازامتز الطنيفي (بارامترطول القوسو اك ++ 
. : 

الحل: 

من معادلة المنحتى (5)/ - ” نعلم أن 

)4.27( م - 1دم 
بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى 5 نحصل على 

+kn+rkb )4.28(‏ 27 ع دنر 

TAF = kIT طتعزر ب‎ )4.29( 


الام فر قري ا إلى و شيف 4:29) رادا هت رة فر 
التفاضلية مع مراعاة قواعد التفاضل لحاصل الضرب الاتجاهي نحصل على 


n+ (rk JL‏ 7ع - pb +k rn‏ م رمام 





d 3 d2 
= ((—k ° )b + (rk LI 4.0 
(0 12 ر‎ JL )4.30( 
بضرب (4.28) ,(4.30) قیاسیا نحصل على‎ 
> لمر => كاعم ارال‎ 5 
ds ds 
- 37k k -k (tk? + 2k rk )= rk k - 4ع‎ 
5 E 
ê )4( + d ج‎ ş d 2 
]اث‎ =) (=k) )س‎ 
a ER ) a F 
وهو المطلوب.‎ 


u رم(‎ 


: 11 المنجنى الحلزوني <ذاء11‎ )٤٤( 
:):4( تعريف‎ 

يعرف المنحنى الحلزوني بأنه المنحنى € الذي يصنع المماس 7 له عند أي 
نقطة عليه زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت كما بے شكل .)١١.٤(‏ 
ويمكن أن يعرف أيضاً على آنه المنحنى المرسوم على أسطوانة بحيث يصنع المماس 
للمنحنى زاوية ثابتة مع رواسم الأسطوانة. 
ليكن © هو متجه الوحدة # اتجاه المتجه الثابت أي 2 اتجاه رواسم الأتنطوانة اذ 
فإن 

> 1 (s),e <- cOS@ = CONS. = ثابت‎ )4.31( 


حيث (7)5 حقل المماس للمتجه (۲)8 > ” . 5 بارامتر طبيعي» © زاوية الحلزون. 





)۱۱.٤( شكل‎ 


يسن اشلؤفة 4:31 ا ىووا يفراه س تحمل ا 
<kn,e >=0‏ 


وبغض النظر عن الحالة التي يكون فيها المنحنى الحلزوني هو أحد رواسم الأسطوانة 


عد | 


أي مع استبعاد الحالة التي فيها 0 = / (0 36 )K‏ »> أي أن المنحنى ليست خط مستقيم 
.“.<A,€ <> 0 )4.32(‏ 

وهذا يعني أن العمود الأساسي للمنحنى الحلزوني يكون عمودياً على رواسم الأسطوانة 

(الاتجاه الثابت) المرسوم عليها هذا المنحنى كما 4 شكل .)1١.:(‏ 





44 
شكل )۱۲.٤(‏ 
بتفاضل العلاقة (4.32) بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه نحصل على 
),e >=0,‏ 41 - 26) > 


(من خواص الضرب القياسي) 0=> مالع > -< <Tb,e‏ .. 


ولكن 7ل » أي أن المتجه © يقع 4 المستوى المقوم للمنحنى أي المستوى الذي يحتوي 

على 0,1 وحيث أن المتجه © يصنع زاوية ثابتة © مع 7 وكذلك يصنع زواية ثابتة 
r‏ 

مقدارها معد اب د كإذا محص عاتب 


>16 >=cOS@ ,<b,e < - [0 )4.33( 


م0000 


أي أن (باستخدام المساقط على الاتجاهات 1,2) 
e=T 005 0 + 5 51 0/ )4.34(‏ 
بتفاضل هذه | لعلاقة بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه نجد أن: 


0(2 طأد ع - (k COSQ@‏ ع 0 مأو مع - هو 005 م 0=k‏ 


1 k 
.“. 2 ص ولزوج دوو‎ =0 Or —=tanQa= const. 
T 


k 1‏ 1 
والعكس إذا كان لآى منحنى 6< س ثابت مثلا فإن المنحنى لابد أن يكون منحنى 
ك . 


Fb‏ 000 شا 
ds‏ 


k 
=kn-cTtn=0,—=c 
و‎ 
: : 1 + 
إذا 62+ 7 متجه ثابت الاتجاهو س هو متجه الوحدة 2 هذا الاتجاه الثابت.‎ 
1ه‎ + 2 
يكون لدينا العلاقات الآتية‎ € 2 
بوصع = جع ر ن لدب ت الا ديه:‎ 
1+7 
<e,[ >= : كي بوه‎ EE 
يصنع زاوية ثابتة 0 مع الاتجاه © حيث‎ 1 .. 
1 
COSQ دح‎ , 131300-06 - 5 
1+2 


وبالتالي نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 





اهس تساصية) 


نظرية (4" ): 
الشرط الضروري والكاة كي يكون منحنى الفراغ (۲)8 > ١‏ : € منحنى 


k 
هما الانحناء واللىَّ للمنحنى.‎ ۸,١ حلزونى هو أن يتحقق ©- - حيث‎ 
: 7 ي‎ 


ملاحظة (۱۱4): 

يمكن إيجاد تعريف آخر للمنحنى الحلزوني بأنه المنحنى الذي يتميز بأن 
النسبة بين الانحناء واللي له تكون ثابتة. 
تعريف (يه ): 

مسقط المنحنى الحلزوني العام € على مستوى عمودي عليه هو منحنى € 
يعطى من 

C*:x =x (s)-<x ,e >e :‏ 
حيث © متجه الوحدة 4 اتجاه محور الحلزون ويتحقق 0050 -< [, €> كما هو 


.) 1١.2 شكل‎  نيبم‎ 





شكل (:.؟١1)‏ 





تعريف (4" ): 
لوو الشاكرى هو اجى الزنعوة علي سطع اشطوانة داري خان 
ه = بر+ ‏ × ويكون محور الأسطوانة هو محور الحلزون الدائري (الاتجاه الثابت) 
حيث محور 2 هو محور الأسطوانة (يوازي رواسم الأسطوانة). 
معادلات الحلزون الدائري يمكن استنتاجها من هندسة الشكل .)١1.4(‏ 





)۱٤.٤( شكل‎ 


0 
حيث ف المثلث ‏ ۶,۲0 نجد فا 0 قوس من داثرة نصف قظرها 0 


.. OP =z2,P QO =au (طول قوس من قطاع دائري)‎ 
". Z = QU COQ 


حيث 6€( 2, نز, :)2 . على الأسطوانة 


ر( ا 


واستوانه. EO‏ ويصق زاوجة بوكر يه هباننيا البا N O‏ 
نجد أن: 

CO4 (4.35)‏ :نه YJ =asinu,  -‏ , 20511 4 <- عر 
وعليه فإن الدالة الاتجاهية التي تعرف منحنى الحلزون الدائري تعطى من 

r = )0 00511 ,0 5[111/ , 411 COt ¢) )4.36( 
:) ١؟4( ملاحظة‎ 

يسمى الجزء على المنحنى المناظر لتغير 2 البارامتر 1 مقداره 27 بالخطوة 
the 6‏ على المنحنى الحلزوني حيث 2.7 = 0 هي مسقط النقطة / على 
المستوى 7( وتقع على الدائرة 42ح 2 بر+ ”× قاعدة الأسطوانة. 


سندرس الآن البندسة الذاتية لهذا النوع من المنحنيات 2 الفراغ حيث التمثيل 
البارامتري (4.36) يعرف الدالة الاتجاهية التي تصف المنحنى الحلزوني 


1 5 . du dr du 
[== =T لمأ 0-) ع‎ 00051 ,Q CO ()— = 
ds ds du ds 


.:.|7 | =1=(aڑ‎ +a cot? au” = a cosec a 1i”, 
„ __ Sina 


U = £0, (aznr,neZ) 
a 





'. م‎ = (-sinu SIn @,COSU SIN 4,COS@) 
وبالتفاضل مرة أخرى بالنسية إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه نحصل على:‎ 
حر‎ 7 = kn = (-cosu Sin ننطزة ره‎ Sin ¢, 0)u 
1 . ۴ 1 ٠. ٠. 2 
k n = (-—cosu SIN لاطأو ريه‎ sin” @,0) (4.37) 
a a 


بأخذ مريع المقياس للطرفين نجد أن 


ا( 


° 4 2 
sin’ ¢ sin” ¢ 
= عم‎ £= = const. )4.38( 
0 a 








k2 


بالتعويض ے2 (4.37) يكون لدينا 


n ع‎ (-c0Su,—sSinu ,0) 


ذا الداع 2277# كن الحضصول ملندكان الصو : 


(/0 أذ , )0 05 20511 -, 0 605 b = (sinu‏ 
وبالتفاضل بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه نحصل على 


: 1. 1 
b =-Tn - - 5110005 0/)00511,511114,0( 
a 


1 
. “TH ع‎ 510 052 
2 


وبذلك يكون اللي لمنحنى الحلزون الدائري على الصورة 


511106050 
7= = 5 )4.39( 
0 


Oe‏ و ا ا 
: 


وعموما أي منحنى 3# الفراغ معطى على الصورة: ۰ 
r = (acOosu,asinu,bu ( ,١ = acota‏ 
هو متجه حلزون دائري حيث 4,2 ثوابت ±0 ,4<0 . 


نظرية (74): 
بالضيية لتخي ا رونا ات ری يكو كني ا ا وای ات 


ر ا 


فة سمي ) 


ملاحظة (4؟١):‏ 
إذا كان كل من الانحناء والليّ ثابت لجميع نقاط منحنى فراغ فإن المنحنى هو 
حلزون دائري. 
مثال (۹4 ): 
بين أن حقل الإطار الثلاثي (7.,7,2) على امتداد المنحنى الحلزوني الدائري 
يعطى من: 
O‏ عييف 1 
a? +b?‏ 
n = —(cOSu,SInu,0) (4.40)‏ 
SInu,—b 20511 ,@)‏ ا b=T xn=‏ 
a” +b‏ 
الحل: 


استخدم نتائج النظرية السابقة حيث »)00 = 5 والحسابات التي اتبعناها 
2 المثال )۸.٤(‏ نصل إلى العلاقات (4.40). 
مثال (ك١٠):‏ 

وضح برسم توضيحي اتجاهات متجه الانحناء ومتجه الوحدة ث اتجاه متجه 


الانحناء ومتجه العمود الآساسي للمنحنى التكعيبي 


و1 
+t—f e,‏ © 1ح XxX‏ 
3 


الحل: 
اتجاه المماس 7 للمنحنى التكعيبي يعطى من 


x'=—=e, +t e, 
dt 
٠ 4-4 2 
كاه‎ ) (e, +e) 


x | 


05 


اسه قفي | ب يبب 


ومتجه الانحناء / يعطى من 
4 47-47 7=« 
ds dt ds‏ 0 
dx D2‏ / 
(رع-دء-)) ل =T‏ 


واضح أن عند 0 > / توجد نقطة انقلاب ومتجه الوحدة ,11 ج اتجاه متجه الانحناء 


يعطى من 
4 


3 


(رع6- 3 ( 


REY 


| 


حيث دالة الانحناء تعطى من 
“وت )داعم ادع 


OEY FSO 
0 ,1=0 


-21 (1+1) ,1<0 


وبالتالی ,1 يكون اتجاهه لقيم 0 < 1 عكس اتجاهه لقيم 0 > 1 حيث 


limi, =e, , mtr, و©-ت‎ 


()ج>- 1 1>0 


صما هو ميين 4 الشكل )٠١.٤(‏ 





اة تعاضية ] 


)٤( نمارين‎ 


)0غ( أثيبت ت أن الاتحناء # للمتحنى (-“ “م مك 
عند النقطة التي لہا البارامتر 1 = 4 يحقق 2= ع 2/3 . 


(5) بالنسبة لمنحنى الفراغ (5)/ = ١‏ : ') بين أنه يوجد حقل متجه 4 على امتداد 
المنحنى يحقق 


(إرشاد: ضع ۸+۸ ع + 1 /- 4 حيث ۸ ,8 ور دوال 2 5 أي دوال معرفة على 
امتداد المنحنى واستخدام صيغ فرينيه ومقارنة طرة العلاقفات المعطاة #تضلإلن 
المطلوب المتجه © يسمى متجه داريوا 220101 ويعطى من 6 +5ع- (d‏ 


r(u)=(a(u —sinu ),a(1 — c0S7 ),)1), (a, 8 (ثوابت‎ 


وبين أن اللي ,7 عند 0 = ا واللي ر1 عند ر يحقق 
1 

a^ +b? 

(إرشاد : اتبع نفس خطوات أي مثال 4 هذا الباب). 


> ورج 10 


ل 1 1 1 
)٤(‏ أثبت أن المنحنى 0 عو 1(,41--,- + 2,1)-( )”7 يقع بأكمله ج المستوى. 
Uu u‏ 


(0) أوجد الانحناء واللي للمنحنى 


r(u )=(ac0Su ,@a 5112144 €0S214 ( , ثابت‎ © 


ر( 


(0) لأي منحنى فراغ منتظم (5)/ = ۲ : € من طبقة BAD Naas CE‏ 
<F, >=-k? (ii) <F, >=kk‏ )( 
گے (ii) #F=-kT +kn+ktb (iv) <T,b >=-kr,‏ 
5 
حيث 6,7 هما حقول اللي والانحناء للمنحنى €. 
(إرشاد: بالتفاضل بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه التفاضلية). 
© انخشب قيمة حاضل الضري ادن الفياسي | 6 71:162 77 
حيث 7 ,5 هما حقول متجهات المماس والعمود الثانوي على امتداد منحنى فراغ 
منتظم (5)/ :)€ 
(۸) أثبت أن متجه الموضع لأي نقطة على المنحنى المنتظم (7)5 7 :') .من طبقة 
“فيك انامض ظواالعوسى ق ا ا 


4 + 24 
8 





کک 
ds‏ 





(9) أثبت أن الشرط الضروري والكاے كي يكون المنحنى (7)5 = ۲ : € حلزون هو 
dr dr dr‏ 
ds” ds ds"‏ 
(إرشاد : استخدم تعريف الحلزون ومثال .))۸.٤(‏ 
)٠٠(‏ آثبت أن الخواص الآتية متكافئة بالنسبة لمنحنى فراغ منتظم: 
(1) المماسات للمنحنى تكون زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت. 
(11) الأعمدة الثانوية (الجانبية) تكون زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت. 


ر تتام 


(5 بارامتر طول القوس) ,0=[ [ 


ْ اسه اتفاضلية | 


(111) الأعمدة الآساسية للمنحنى توازي مستوى ما. 

(iv)‏ النسبة بين الانحناء واللي للمنحنى تساوي مقدار ثابت. 

(إرشاد: الخواص السابقة هي خواص الحلزون العام التي تم استنتاجها © هذا 
الباب). 


€ :۲ = /)5( إذا كانت الزوايا التي يصنعها المماس والعمود الثانوي لمنحنى منتظم‎ )١١( 
م0 على الترتيب فأثبت أن‎ ٠0 الفراغ مع اتجاه ثابت © هي‎ 4 
d 7 sinê 
ان‎ 
حيث 2,2 هي الانحناء واللي على الترتيب.‎ 
.«إزشاد: 080-=< '6©,7> » 2056 =< (,ع> وبالتفاضل واستخدام صيغ‎ 
فرينيه حيث ,0 دوال ب2 بارامتر طول القوس 5 نصل إلى المطلوب).‎ 





)١0‏ أثبت أن المماسات للمنحنى التكعيبي 
r(u)=(2u1,317,61)‏ 
تصنع زاوية ثابتة مع اتجاه ثابت وأن المحل البندسي للنقط التي يقطع فيها المماس 
المستوى 0 > < هو قطع مخروطي. 
(إرشاد : معادلة المماس هي 7 + (/2)” - ۸» ضع المركبة الآولى تساوي صفر 
وأوجد قيمة 2 المناظرة). 


(1) أثبت أنه إذا كانت المماسات لمنحنى منتظم توازي مستوى معلوم فإن المنحنى يقع 
4 المستوى. 
(إرشاد: ضع 0=< ©5(,6) 7> حيث © اتجاه العمودي على المستوى وهو اتجاه 
ثابت ويالتفاضل نحصل على 0=< ©,7 > وبالتالي فإن ۵ داو آي أن 5 ثابت 
وبالتالي فإن اللي ٦‏ ينعدم ). 


اس( 0 


)١4(‏ أثبت أن اللي 7 والانحناء / للمنحنى 
r (u )=(a |sin/ (u du 2 [cosf (u du „bıı )‏ 

CO EEA GE OBOE HE :6ت‎ ES 
(إرشاد: المشتقة الأولى ((,(1) 6057 4,( ⁄) 512 4)-(7')2 وأكمل مثل آي‎ 
هذا الباب مع ملاحظة تفاضل دالة الدالة).‎  لاثم‎ 

)٠١(‏ أوجد اللي للمنحنى 

0 

r(u)=a 18 )»(١ زم‎ (u )du تحر‎ 

()=a JR) R'(u du ا‎ = 


7 

حيث (/۸)1 دالة اتجاهية تحقق ,0 ۶ ( ۸)1 ,1= |(11) ۸ | ٩,‏ مقدار ثابت 
(إرشاد: المشتقة الأولى ' 10م /هع'” » المشتقة الثانية FR"‏ ^۸ زوع" 
mt‏ 


المشتقة الثالئة 
الانحناء واللي ومتطايقات الضرب الاتجاهي لاربع متحهات). 


+R ^R‏ "1م '1وع”” واستخدام العلاقات التي تعطي 


(17) آخذت نقطة © على العمود الأساسي لمنحنى منتظم € بے الفراغ له اللي ثابت 
ويساوي + بحيث النقطة © تبعد مسافة ثابتة مقدارها ۸ عن المنحنى أوجد 
الزاوية :بيخ العموة الثائوي 6 للمتحتى © الكرسوم التق © والغموذى الكانوي 6 
زر ةةة انى © اترو باق 0 ك ا ارام 
١ - ")5( + 205 (‏ حيث 8 بارامتر عام بالنسبة للمنحنى € ولكنه بارامتر 
أ E E a a‏ إلى لوي 

(۷) أخذت نقطة 0 على المماس لمنحنى منتظم (7)5/ = ١‏ : € بحيث تبعد مسافة 
ثابتة 1/ عن المنحنى € . أوجد ا کے ا 
٠ EE a O‏ 
(إرشاد : المحل البندسي للنقطة © هو ( 5) 7// +( 5) = ٣‏ حيث 5 بارامتر عام 
ااا لل ولك بار ر ی لل € 


(۸) 2 التمرين السابق إذا كان م هو نصف قطر أنحناء المنحنى € عند نقطة م 
EA‏ ف هو جار E E POPE O OTO‏ قار حي 
التفظلة مركا ترف فر إنكناء امحل الى 0 ا 0 هوام وى 
E E ALLE‏ 3 
Up‏ + ثر + ثم ds‏ 
0 اتان ذال الاتحتاء وال + اتی فيفياني يعطى من 
66055 _ دم 3 + 1/13 


aa TET 


(إرشاد: التمقيل النازاسترئ ذا اللتحتن مو جود مكال (5 0 ف الباب القالت): 
(۲۰) عبر عن حقل متجه داربوا 4 من خلال إطار فرينيه وبين أنه يقع ب4 المستوى المقوم. 


(١؟)أوجد‏ الانحناء "۸ لمسقط الحلزون العام على مستوى عمودي على محوره: 


* 


dx 

((رشاد: انظر تعريف (1 0) حيث <٥۴‏ 6 1>- م اي ان 
0 
dx ds dx‏ 

8 6- 27 س ومنها 2 وأو = C08»‏ -1=—=| | حيث 
ds 5 ds /‏ 1ظ 0 


'5 بارامتر طول قوس المسقط وأكمل باقي الحسابات). 
(YY)‏ آثبت أن الانحناء ع لمشقط الحلزون العام على مستوى عمودي عليه يعطى من 
|=|k |sin a ,a #0‏ 6 | 


حيث 4 زاوية الحلزون). 


(إرشاد: نفس التمرين السابق مع اختلاف الصياغة). 


الباب الخامس 
المنحنيات المصاحبة لمنحنى فراغ 


Associated Curves of a Space Curve 


هذا الباب يتناول دراسة المنحنيات المرتبطة بحركة الإطار المتحرك لمنحنى 
فراغ معلوم (منتظم). وبالتفصيل فإننا نقوم بدراسة المميز الكروي أو الصورة الكروية 
ومنحنى المحل البندسي لمراكز كل من دائرة وكرة الانحناء والمنحنى الناشر والمنتشر 
ومنحنيات برتراند. 


:Spherical Indicatrix المميز الكروي‎ (١.۵ ( 
:) ١م‎ ( تعريف‎ 

نفرض أن لدينا منحنى منتظم (7)5 > ١‏ : € و7 وحدة متجه التماس للمنحنى 
عند أي نقطة عليه. فإذا استخدمنا النقل المتوازي 7) للمماس بحيث نقطة التماس 
للمنحنى تنقل إلى مركز كرة الوحدة (1)” 5 المنحنى (0)1 والمرسوم برؤوس 
المماسات 7 يقع على كرة الوحدة ويسمى راسم جاوس أو الصورة الكروية أو المميز 
الكروي للمماس 7 للمنحنى € حيث 

G(T ):r(s )=T )5( (5.1( 


كما هو موضح 4 شڪل .)1١(‏ 





[شسه سي ) 


تعريف (م؟ ): 
إذا رسمنا عند نقطة الأصل وحدة المتجهات 7 (العمود الآول) 2 اتجاه العمود 
الأساسي للمنحنى (7)5 = ” : € فإن رأس هذا المنحنى ترسم منحنى يقع على سطح 
كرة الوخدة (2)1* 5 (مركزها نقطة الأصل) وهذا المتحنى يسمى الصضورة الكروية 
للعمود الأساسي الأول ويرمز له بالرمز (6)7 حيث 
G(n):r,(s )=n(s ) )5.2(‏ 
تعريف (0؟ ): 
بالنقل المتوازي (كما ب تعريف »)١.١(‏ (2-0)) للعمود الثانوي (5)5 إلى نقطة 
اسل الإجحدافيات فإ تحصل على (6)8المميز الكروي للعمود الثانوي حيث 
G (b):r,(s )=b(s ) (5.3)‏ 
ملاحظة (م١):‏ 
الصور الكروية (0)1: (0)7. (5)) أخذت أسمها من كونها ممثلة بدوال 
اتجاهية أطوالبا الوحدة» وبالتالي فهي تمثل منحنيات نقاطها لبا متجهات موضع 
أطوالها الوحدة وتقع على سطح كرة الوحدة (1)” 5 (مركزها نقطة أصل الإحداثيات 
ونصف قطرها الوحدة). 
ملاحظة (0؟ ): 
الدوال الإتجاهية (5.1): (5.2)» (5.3) تمثل منحنيات الصور الكروية حيث 
5 بارامتر طول قوس المنحنى الأصلي ولكن 5 يعتبر بارامتر عام على هذه المنحنيات. 
ولذلك نفرض أن ( 5,)5ى: (5)ر5ى» (5) وى هي بارامترات طول القوس على الصور 
الكروية (6)1: (0)01)»: (0)0) على الترتيب وكل منها دوال منتظمة 2 5. 
مثال رما ): 
أوجد الانحناء ,۸ للمميز الكروي للمماس للمنحنى المنتظم (5)/ = 00:7 
حيث 5 بارامتر طول قوس المنحنى .٥‏ 


الهمندسة التفاضلية 


الحل: 
المعادلة الاتجاهية للمميز الكروي للمماس (6)7 هي 
)5.4 (5) '7-<م 


نفرض أن ,5 هو بارامتر طول قوس المنحنى (0)7. وبأخذ البارامتر |5 كبارامتر 
طبيعي على المنحنى 6000 فان ى يكون بارامتر عام للمنحنى (7)©. إذا بالتفاضل 
السك إل متسل فلن 

aT 


E 7 


5.5 وس 
ds ds dS,‏ 


وباستخدام صيغ فرينيه بالنسبة للمنحنى € نحصل على 


ds 
1 )5.6( 
ds, 2 2 ا‎ 7 8 : 
680 =) +0 بالضرب قياسيا لبذه المعادلة 2 نفسها أو بالتربيع نحصل على‎ 
ds, 


3 (5.7( 


أخذنا الإشارة الموجبة حيث ر دالة تزايدية 2 5 لأن 0 < ۸ للمنحنى '6. 
وبالتعويض 2 (5.6) نحصل على 
T =n )5.8(‏ 

أي أن المماس للمميز الكروي 6K)7(‏ يوازي العمود الأساسي للمنحنى €. 
وبتفاضل العلاقة (5.8) بالنسبة إلى 5 نحصل على 

dT ds . 

7 ج خ د ددللسده 

ds, ds 


وباستخدام صيغ فرينيه بالنسبة للمنحنى ') والمنحنى (6)7 نحصل على 


lg كد‎ -7' )5.9( 
ds 
وبالترييع نحصل على‎ 
k2 Ly =? +7 )5.10( 
ds 


/ 2 2 
ةدعم‎ =k? +r? or ا‎ 

12 

k= e (5.11) 

k 
وبالتعويض ے2 (5.9) نحصل على‎ 
Tb —kT 

(5.12) ا 

' k++ 


أي أن العمود الأساسي ,7 للمميز الكروي (6)7 يقع ب2 المستوى المولد بالمتجهات 
6 ,7 (المستوى المقوم للمنحنى €). 
وباستخدام (5.8) (5:12) خضل على 

(rb -kT) 


=× برح ,درم ,7= ,م 
r? +k?‏ 
aS )5.13(‏ 3 
° 2جس له 
أي أن العمود الثانوي ,8 للمميز (0)1 يقع أيضا ب2 المستوى المقوم للمنحنى 6. 


مثال رم؟): 
بين أن المستوى المقوم للمنحنى € يوازي المستوى العمودي للمميز الكروي 
(7)© للمنحنى € عند أي نقطة عليه. ش 


| 


الحل: 

المستوى المقوم للمنحنى € يحتوي على المتجهات 7 0 وبالتالي فإن العمودي 
عليه هو حقل المتجه 7. المستوى العمودي للمنحنى (6)7 يحتوي على المتجهات ,۸ ,ظط 
وبالتالي العمودي عليه هو ,1= ,0× ,7. ومن العلاقة (5.8) نجد أن ۸= ,7 أي أن 
العمودي على كل من المستوى المقوم للمنحنى ٤‏ والمستوى العمودي للمميز (6)7 
يوازي العمود الآساسي الأول 7 وبالتالي فإن المستوى المقوم للمنحنى € والمستوى 
العمودي للمميز الكروي متوازيان (لبما نفس العمودي). 
مثال (50؟): 

أوجد العلاقة بين إطاري فرينيه على كل من المنحنى € ومنحنى المميز 
الكروي (6)7© من خلال التحويلات الخطية. 
الحل: 

العلاقات (5.5): (5.12): (5.13) يمكن كتابتها 4 شكل مصفو 2 
كالاتي: 

1 0 1 07 


1 
ص دي , 4 2 0 ع - =| n‏ 
E‏ مأزءعم 0 ى )| [م 


واضح أن مصفوفة هذا التحويل محددها يساوي الوحدة وبالتالي فإن المصفوفة مصفوفة 
عمودية أي أن العلاقة بين الإطارات المتحركة على كل من ): (0)1 تعطى من خلال 
تحويل خطي عمودي (5.14) (ارجع إلى التحويلات الخطية 4 الجبر الخطي). ٠‏ 
مثال هم ): 

أوجد اللي للمميز الكروي (6)7 للمماس لمنحنى منتظم (7”)5 = 7 : € عند 
أي نقطة عليه. 


)5.14( 


الحل: 
من العلاقة (5.13) وبالتفاضل بالنسبة إلى 5 للدالة الاتجاهية (5,)5- | 
نحصل على (صيغ فرينيه بالنسبة للمنحنى (6)7) 
ds, (ki-kr)(kT -(‏ 
مح E‏ ري و EL VL‏ 
ds (r +k?)‏ 
_kt-kr kT -tb‏ 
+k fk? +r‏ ?7 
2 نل rb -kT‏ 
3 


n 56‏ {_۔ س 
Nk? +r? ds 0‏ 


d iT 
=p" —tan (— ))5.12( (من‎ ' 
5 0 )5.12( من‎ 


= رصع .* 


(5.15) كاك 03 
مثال :)٥۵(‏ 

أثبت أن اللي ر٦‏ للمميز الكروي (0)5 لمنحنى منتظم (7)5 = ۲ : € عند أي 
نقطة عليه تعطى من 


d 
س7‎ tan 


5.16 س 
Tds ( )‏ ” 


_- 
3 
الحل: 

2 هذا المثال نتبع أسلوب مخالف للأسلوب الذي اتبعناه 2 المثال السابق حيث 
المعادلة الإتجاهية للمميز (7)5) هي ( 5) 0- ,6(:7) 0 
ولحساب اللي 2 نستخدم الصيغة (4.18) التي تعطي اللي لآي منحنى فراغ ممثل 
بدلالة بارامترعام حيث بے هذه الحالة يكون 


r 5ے‎ [ _[b,b b1] : 24 (*( 
lb ظ »ا‎ |2 ds 








لع 
وبحساب المشتقات 8: 0» 0 من صيغ فرينيه ومشتقاتها نحصل على 
(7ع-7)25- ,b =-tn‏ مع سدم 
مع 2 عر+ +n +(k TT‏ نع 2 -( 7ع - مع )خ- b =-în‏ 


6( 3-) + ور( -ع 2غ + أع) + 2((7 (kt +(k‏ = 


.:. )2ع قلاط‎ +Kkb) , |b ع ل 2 | ق»ا‎ +K? 


تج ع2 غتم عر + [b,b,b ]=kr"‏ 
=r (kr —kê)‏ خنع امم د 
وبالتعويض ب الصيفة (*) التي تعطي اللي +7 نحصل على 


يي لدي ETERT‏ 5 


rr +k? 7 ds k 


وهو المطلوب. 
ملاحظة ( ۴.٠‏ ): 
وا و ا عاو کو ن 
( 0)8 =( ۸)8 ×( 7)8 وبالتفاضل بالنسبة الى 5 نصل إلى المطلوب. 
مثال ( ٦.۵‏ ): 
أوجد نصف قطر انحناء المميز الكروي (0)7 لمتجه التماس لمنحنى الحلزون 


الدائري ( /51, /51111 4, /6051 4)=( ۲)1 حيث 7 ,0 ثوابت. 


| م6 


الحل: 

المميز الكروي (6)7 يعطى بالتمثيل البارامتري ( 5) '5,(>7)”: ( 7) © 
حيث ,5 بارامتر طول قوس منحنى المميز الكروي (6)7 . 
وسبق أن أوجدنا 2 مثال (15) أن الانحناء ,۸ للمميز الكروي (6)7 يعطى من 


0 2 
k= ال‎ +) )5.17( 


0 b T7 
وك الباب السابق رأينا أن المنحنى الحلزوني الدائري يحقق 1 ثابت ويساوي - . إذا‎ 
00 1 . 


1 ل 
کے سه کے ل 
داكن 
k 0‏ 
0 


ne = 000 ش‎ )5.18( 
a” +b 

هذا المثال صحيح 2 حالة الحلزون العام وبالتالي يمكن صياغته على الصورة: 
مثال (م؛ ): 

أثبت أن نصف قطر انحناء المميز الكروي للمماس لمنحنى الحلزون العام ثابت. 
مثال ( ۲)۸۵ 

أثبت أن المميز الكروي (0)1 لمنحنى الحلزون العام هو منحنى مستوي. 
الحل: 

من العلاقة (5.15) التي تعطي لي المميز الكروي (6)7 نجد أن 
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14 د‎ 
=——— tan (const.) = Zero 
k ds 


وبما أن الليّ 7 منعدم تطابقياً على المميز الكروي (6)7 لمنحنى الحلزون العام» إذأ 
فهو منحنى مستوي. 
مثال رمه ): 
أثبت أن المميز الكروي (6)7 لمنحنى الحلزون العام هو دائرة. 
الحل: 
بے مشال (۷-۵)» (8-0) بينا أن .اكه = /, 0= 7 وبالتالي فإن المميز. 
الكروي (0)1 للحلزون العام هو دائرة. 
بالمثل نعطي المثال التالي: 
مثال م١١‏ ): 
المميز الكروي (6)۸» (0)5 للحلزون العام يحقق 


T,=0,k,=const.; 2, = 0,K, = const. 


أي أن المميز الكروي (6)7» (7)5) للحلزون العام هو دائرة. 

النتائج التي توصلنا إليها بے مثال (8.50): (۹.0) يمكن الحصول عليها بطريقة 
أخرى من خلال المثال التالي: 
مثال (مم١١ا):‏ 

بالنسبة لمنحنى الحلزون الدائري بين أن: 


۰ 0 0 
(1) المميز الكروي (7)1) هو دائرة 2 المستوى eT‏ 2 ومرڪزها 
a +‏ 


يقع على محور الحلزون. 
(11) المميز الكروي (6)7 هو دائرة 2 المستوى 0 = 2 ومركزها نقطة الأصل. 


(111) المميز الكروى (6)0 هو دائرة 4 المستوى z2 = cot‏ 
a” +7‏ 


ومركزها يقع على محور الحلزور 5 


هسه سمي ) 


الحل: 
التمثيل البارامتري لمنجنى الحلزون الدائري هو 
(u )=(acosu,aSinu ,Du )‏ 7 
حيث 7 ,4 ثوابت. 


وبالحسابات الروتينية التي تعودنا عليها 2 الباب السابق يمكن الوصول بسهولة إلى 


1 1 
[ و(0511100051158-) سبحب‎ 
a? 7 
n = (-cO0S1,-Sinu,0) و‎ (5.19) 
b= عطاقتت‎ 511111 ,- cOSu,a). 


a” +b 
))1١-0( وبحساب اللي للمميز الكروي (6)7؛ (6)7» (6)0 نجد (يذ المثال (1-0)ء‎ 
أنه يساوي الصفر أي أن 0 = 0,7 = ر0,7= 7 لأن‎ 
d 4 


e Ca ج‎ 0,— tan —=0 
T7 ds k ds T 


بينما الانحناءات ,)مء ر)ء و۸ تحقق 


k=, 1+ (Û) =const.=, 1+) 
k | a 
kK 2ہ‎ d 2 
k=l, k= 1+ =, 1+ )( = const. 
4 06 


من التمثيلات البارامترية (5.19) للمميزات الكروية (6)7. (7)): (6)0 نلاحظ 
أن المركبة الثالثة (المركبة 2 اتجاه ر€ أي محور 2) ثابتة وهذا يعني أن الصورة 
الحكروية لكل حقل متجه من الإطار المصاحب للحلزون الدائري هي دائرة حول محور 
2 (محور الحلزون). وبهذا نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 


ا 


)5.20( 


ل 


نظرية (م١):‏ 

لصوو كروي تيكل عم نض من حدوق الغا 7:0 | ا 
لمنحنى الحلزون الدائري هي دائرة حول محور الحلزون. 
تعريف ( ٤۵‏ ): 

ا البكلى اتح قراغ سقط هو ا شن الجر لدتسي جوع 
مربعات أطوال أقواس المميز الكروي للمماس والعمود الثانوي مقسوما على مربع طول 
الاه القوسية لل جلى ,لاهن 

القبجل ماران لمي الخروع لمرد الخاد ( 06 6 تى الفراء © 
(۲)5 >" : يعطى 2 الصورة ( 5) 0=( 7:)5:( 0) 6 وبالتفاضل نحصل على 


dr, ds, dr, 
ور = 2 کے‎ ,[, = 
ds, ds ` ds, 
00 حاف ورا فون فوس ا کو‎ 
د لون‎ 8 
` ds 
وباختيار‎ 
ds, 
ص 7 رج د مار‎ 5.21 
ds ١ ١ ) 


ومن العلاقة (5.7) والتعريف )٤.0(‏ نحصل على الانحناء الكلي 2 الصورة: 
د ادم d83‏ تر كك 
3:22 7+ مح L(+)‏ 
(5.22) ا ا 


وبالتالي يمكن صياغة ما يلي: 
نمهیدیة (م١):‏ 
الانحناء الكلي لمنحنى منتظم يساوي ”7+ ” )ل . 


اا اک 


((4؟ )دائرة الافعناء Circle of Curvature‏ 
تعريف (مه ): 

إذا كان (7)5 > ” : € منحنى 4# الفراغ فإن نصف قطر الدائرة التي لہا 
إلتصاق من الرتبة الثالثة مع المنحنى € عند أي نقطة 7 عليه يعرف بأنه نصف قطر 
الانحناء للمنحنى € عند النقطة 7 » وتسمى هذه الدائرة بدائرة الانحناء. 

هذا التعريف يمكن صياغته بأسلوب آخر كالاتي: 
تعريف (55"): 

تعرف دائرة الانحناء عند نقطة 7 على المنحنى € بأنها الوضع النهائي للدائرة 
التي تمر بهذه النقطة تر وكذلك نقطتين متجاورتين على المنحنى € عندما تقترب 
النقطتين من النقطة 2. 

من هذا التعريف نصل إلى: 
ننهيدية (م١؟):‏ 

دائرة الانحناء عند نقطة 7 تقع بأكملها 2# المستوى اللاصق عند النقطة 7. 
إذا كان (5)” = :١‏ € منحنى فراغ ومركز دائرة الانحناء (يقع على امتداد العمودي 
على المماس عند 2) عند النقطة هو الممثل بالمتجه ۸ فإنه حسب التعريف يكون 
۸-٣‏ = عم أي أن العمود الأساسي / يكون على امتداد قطر الدائرة المار بالنقطة م 

R -r(s)=pn )5.23(‏ ا 
حيث م“ كمية فياسية تعرف بنصف قطر الانحناء (شكل (5-0). 
من التعاريف السابقة يتضح أن هذه الدائرة هي تقاطع الكرة 

(R -r(s))” = “م‎ )5.24( 


مع المستوى اللاصق عند النقطة م حيث م › ۸ لا يعتمدان على بارامتر طول القوس ؟. 
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)١١( شكل‎ 


المعادلة (5.24) يمكن كتابتها على الصورة 


)0.25 0- ثم - F(s)=(R -r(s))”‏ 
شط ان تكن متاك القصاق من الروئة كةن الى و تالاتا هوان 
1 مق 
0 3 0000 
(5.26) كي ووم ودع عردم 
ds‏ 


هذه الشروط تعني أنه يوجد جذر مكرر ثلاث مرات للدالة ۴ أي توجد ثلاث نقاط 
منطبقة ومشتركة بين المنحنى والدائرة. 
بإشتقاق المعادلة (5.25) مرتين والتعويض 2 (5.26) نحصل على 

(5.27) و 0-< [ر(صى)" - <R‏ 


<R -r(s),k 0# >-<T ,1 <-0 , (خواص الضرب القياسي)‎ 


-r(s),n <-1-0 .‏ 2 > ع 


) ظ 0 


اة ميد ) 


<R -r(s),n (5.28)‏ 
من العلاقة (5.27) » (5.28) نستنتج أن المتجه (7)5-)/ عمودي على المماس 7 بينما 


1 
له مسقط # اتجاه 7 يساوي E‏ 


1 
سس R-‏ 
1 (5)م 
وبأخذ المقياس والتربيع نجد أن 
1 
(R 7‏ 
1 1 
وباستخدام (5.25) نحصل على 7 - ”م او آي أن نصف قطر الانحنا + علد 


1 
الفط ةجر على ى قد 7 


إذا مركز الانحناء لبذه الداثرة يمثل بمتجه الموضع 
(5.29) م =r(s)+ pn‏ مر 


بالقياس نقترح أن نضع = وتسمى © نصف قطر اللي عند النقطة 7 
ملاحظة ( ٤۵‏ ): 

الكمية القياسية © ليس لبا أي معنى هندسي مثل نصف قطر الانحناء 
(كمية جبرية وهي مقلوب اللئ). 

الآن نقوم بدراسة المحل البندسي لمركز دائرة الانحناء حيث آنه عندما تتحرك 
النقطة 7 على المنحنى فإن مركز دائرة الانحناء يرسم منحنى يسمى المحل البندسي . 
لمرحز دائرة الانحناء. 


ل 0 


بإشتقاق الدالة الاتجاهية (5.29) بالنسبة إلى 5 باعتبار ,5 هو بارامتر طول 
قوس المحل البندسي لمركز دائرة الانحناء واستخدام صيغ فرينيه نحصل على 


dR ds, 
2-7 + pn + '2-7)م‎ 
E pn + )م‎ ) 
=T + pn + مجم‎ - pkT , pk =1 
ا‎ + ptb (5.30) 
ds 


حيث ,7 هو متجه وحدة المماس للمحل البندسي لمركز دائرة الانحناء. 
وبأخذ المقياس لطر2 (5.30) نحصل على 


û +(p7)” >0 )5.31(‏ عله 
ds‏ 


أي آنه عند زيادة ك فان ,5 تزيد بمعنى أن ( 5,)5 = ,كادالة تزايدية 2 5 
ومن (5.30)ء (5.31) يكون لدينا 

pn + 8‏ 
وبالإشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى 5 يمكنك الحصول على الانحناء ,۸ » كذلك اللي 
+ لمراكز دائرة الانحناء. وعلى الطالب تكملة هذا الجزء باعتباره تمرين على غرار 


ما سيق دراسته. 


7= )5.32( 


(0.؟ ) كرة الانعناء Sphere of Curvature‏ 
تعريف (7>0): 

تعرف كرة الانحناء (الكرة اللاصقة ©5161 056©1012]1285)) لمنحنى 3 
الفراغ عند نقطة 7 عليه بأنها الكرة التي لبا التصاق من الرتبة الرابعة مع المنحنى عند 
هذه النقطة. 


تحت سد 


بمعنى آخر فإن كرة الانحناء هي الوضع النهائي للكرة التي تمر بالنقطة 7/ 
وكذلك ثلاث نقاط متجاورة أخرى عندما تقترب هذه النقاط من النقطة 72. 

نفرض أن ۸ هو متجه الموضع لمركز كرة الانحناء التي نصف قطرها هو ۸ 
فتكون معادلة الكرة على الصورة 

<R -r(s),R -r(s)>=R? 

أو 

)5.33( 22-0-<()م- F(s)=<R -r(s)R‏ 
شروط الالتصاق بين الكرة والمنحنى هي 


F=F=F=F=0,F“(s)#0, a 
ds 


وباستخدام (5.33) فإن هذه الشروط تؤول إلى 

> -r(s),T >=0, )5.34( 

<R -r(s),kn >=l|, )5.35( 

<R -r(s),kn +k (rh -kT )>=0, 

أو 

(5.36) 0=> معع + <R -r(s),kn‏ 
واضح من (5.34)ء (5.35): (5.36) أن حقل المتجه (5)/- ۸ عمودي على 
المماس 7 وله مسقط 2 اتجاه 7 وكذلك له مسقط ئ اتجاه 6 أي أن حقل المتجه 
)تولك 2 EA‏ کو کا کی ركب ت مخ 
المتجهات 7,7,0 على الصورة 

R -r(s)= ET + fn + Ep. )5.37( 


وباستتخداءع شرو الالتضاق (5,35(0)5:34): (536)اختصق غلن 


ا ا 


1 : 
هه‎ E = 00 


إذاً الدالة الاتجاهية (5.37) التي تعرف المحل البندسي لمراكز كرة الانحناء تأخذ 
الصورة 

R =r(s)+ pn + pob )5.38(‏ 
من هذه الدالة الاتجاهية نجد أن نصف قطر كرة الانحناء يساوي 

)5.39( )0ض(+ *مل-|()م- |= R‏ 
واضح أن نصف قطر كرة الانحناء متغير ويختلف باختلاف انحناء ولي المنحنى. 
الدالة الاتجاهية (5.38) يمكن كتابتها على الصورة 

R(s) = R(s (+ مم‎ ,R(s )=r(s )+ pn 


حيث (۸)5 المحل البندسي لدائرة الانحناء والمتجه (7/)5 - (۸)8 يقع على امتداد العمود 
الأساسي بينما المتجه (5) ۸ - (5) ۸ يقع على امتداد العمود الثانوي والمتجه 


R(s)-r(s)= pn + pob 


يقع ب4 المستوى العمودي ومساقطه على المتجهات 7 ,۸هي 0,70 على الترتيب كما 
هو موضح ب شكل (5.0). حيث © مركز دائرة الانحناء و 0) مركز كرة الانحناء 
وبالتالي فإن 


PQ =F -r(s) PO =R (كا)م-‎ 00-78 - 


a 





شكل (0") 


نفرض أن 5 هو بارامتر طول قوس المنحنى (5)/ > / : € و 5 هو بارامتر طول قوس 
امال امي € رة انج سيك 

C :R(5)=r(s )+ pn + ممم‎ )5.40( 

الآن تقوم دوا اا اة ل © هه راا ا 
دائرة الانحناء كالاتي: 
نأخذ ك هو البارامتر الطبيعي بالنسبة للمنحنى € بينما 5 (بارامتر طبيعي للمنحنى 6©) 

ا دك 
ds‏ كن 
وباشتقاق المعادلة (5.40) بالنسبة إلى ى نحصل على 


(5.41( فزقه دهن + £)=$ 7 
O‏ 


س( ا 


ناتحة بق ستيار اننا تفيوس لی ا ای © اتجامتزاية هل الج © أ أن 
dS‏ 


( 5)8 = ؟ دالة تزايدية ك 5 وبالتالى فإن 0<--- ,ى 
ds 5‏ 
oS‏ كار (ناككة العيانى OAS‏ 
.. 0© كك 5 
=b,—= = + 66 + 7 )5.42(‏ 7 
ds 6‏ 
أو ما يكافئ 
d‏ < م dS‏ 
5.43 كت لوف کت 
e (p00) (5.43)‏ 
وبإشتقاق المعادلة الاتجاهية 2 (5.42) واستخدام صيغ فرينيه نحصل على 
E‏ 
ds‏ 
2S :‏ 
ويما أن 0<- فاإنه يمكننا أخذ 
ds‏ 
dS‏ ~ 
=n, k =r (5.44)‏ 
ds‏ 
E E‏ 
(5.45) =( 
(po)‏ + ^ 
0 


وبالأخذ ب2 الاعتبار أن الإطار (0 ,۸ ,7) يكون مجموعة يمينية فانه لابد وأن يحون 


الاطار ( ,7,b‏ 7) مجموعة يمينية كما هو موضح 4 شكل (1.0). 








شڪل (٥۔:٤)‏ 


إذا العمود الثاني (الثانوي). 5 للمنحنى € يكون موازياً المغاس 1 للمتحنى € وذلك لأن 
b =T xf =b x(-n)=T‏ 
..b =T )5.46(‏ 
وباشتقاق المعادلة (5.46) بالنسبة إلى 5 نحصل على 
م- د قر , -FAS =kn‏ 


ونائخة:المقياين للطزكين (ا و باتتحداع ([5.410))اتغضل غل 21 74 
إذا (باستخدام (5.43)) يكون لدينا 


-+)6( 
0 

أنن الحلؤقات (547(::105:45) ل على (بالتسية) 
kK r‏ 
5.48 ت 
2F (5.48)‏ 


o 


نظرية (6؟): 
المحل البندسي لمركز كرة الانحناء للمنحنى الحلزوني الذي زاويته يل 


r 2‏ 
يكون أيضا حلزون زاويته 000 


البرهان: 
بالنسبة للمنحنى الحلزون يڪون tana‏ - £ .اذا 0 وبالتعويض 

^ =cota=tan (Ê = a)=const. العلاقة (5.48) نحصل على‎ 2 

وهو المطلوب إثباته. 

:)٠۵( نظرية‎ 


الشرط الضروري والكاي لوقوع منحنى فراغ (5)/ > ۲ : € على سطح كرة 


(منحنى كروي ٩1۲۷۵‏ 5010611021) هو أن يتحقق 
(5.49) ير , 0دزهم) +2 
ds‏ ر 


حيث 0,6 هما أنصاف أقطار اللي والانحناء للمنحنى € على الترتيب. 
البرهان: 
إذا كان المنحنى € واقع على سطح كرة فإنه 4 هذه الحالة تكون كرة 
الانحناء (أقرب كرة للمنحنى) هي نفس الكرة ومركز كرة الانحناء هو نفسه 
مركز هذه الكرة لجميع نقط المنحنى. وبالتالي حينما تتحرك النقطة 7 على المنحنى 
€ لا يوجد إلا مركز انحناء واحد وبالتالي المنحنى € يختزل بالكامل إلى نقطة 
ل ومن (5.43) نحصل على الشرط الضروري وهو تحقق (5.49). 
وبالعكس يمكن إثبات أن هذا الشزط كاك بمعنى أنه إذا تحقق الشرط 
(5.49) فإن المنحنى يقع على سطح كرة. 


ويكون اذا 0 = 


اسه تسسية) 


d5 
لذلك نفرض أن (5.49) محقق ومن (5.43) يكون 0 وبالتالي فإن‎ 


م dR 48 A‏ 
ds ds ds‏ 
(ا الشتحوى :"6 ASE‏ كادف زلا SANE MEG WEE a‏ 
')) وبالتالي لا يوجد إلا و انحناء واحد لجميع نقاط المنحنى آي أنه لا يوجد الا 
كر انحناء واخدة ويقم غليها المتعتن. إذا جميع نقاظ الملعتى آي لمتحت ذانه يقنع على 
شم الكرهونهذ كرون ف رفا إن ران رة 
ملاحظة (مره ): 
القاطر بين الاظازات امتحركة (0 8 ۸,6(7 7 على المتحتيات © : 
€ غل الترقب فى من خان تحويل جن واناد ى 4447004427 
(4.46)) على الصورة 


FTO O 1 
7 =0 -1 07 )5.50( 
3 0 0/6 


واضح أن هذا التحويل عمودي حيث مصفوقة التحويل (5.50) محددها يساوي الوحدة 
(موجب) ولذلك فإن هذا التحويل يحافظ على توجيه الإطارات المتحركة على كل من 
التجنيات 6 0 كما هو موضح 4 شكل (1.0). 


The Involute of a Space Curve )ال منحنى الناشرلمنحنى فراغ‎ ٤.۵ ( 
:)۸۵( تعريف‎ 


تفروض أن g0: R57‏ 3 مجه تن ل: 0K‏ منحنیان 
فراغ بحيث المماسات للمنحنى € آعمدة على المنحنى |') آي أعمدة على المماسات 
للمنحنى ,') ب هذه الحالة المنحنى ,€ يسمى ناشر 11۷0118 للمنحنى € (معلوم). 


ا ا 


لنعتبر نقطة 7 على المنحنى ( 8) ۲= :١‏ € وحسب التعريف يكون المماس للمنحنى € 
عند النقطة 7 عموديا على المنحنى ,€ أي يقطع المنحنى (,7)5- 0:7 على 
التعافد عند ثقظة وتكن ,ترز ومن هندسة الشكل (66) تنجد أن ورم + وروت 6p‏ 


dr E‏ ا 
حيث ,77 4# اتجاه المماس د كك E DEE‏ 


الموضع (7)5-/ وليكن ۸ - رتم . 

.F(s,)=r(s (+ 2 ' )5( .)5.51(‏ 
حيث (,7”)5 متجه الموضع للنقطة ,8,7 بارامتر طول قوس المنحنى ۸,60 كمية 
قياسية. 





شڪل (0220) 
باشتقاق المعادلة (5.51) بالنسبة الى 5 مع اعتبار آن ,5 دالة 2 ى نحصل على 
ly‏ ا O‏ 
ds, ds‏ 
ds, :‏ 
Akn )5.52(‏ + ل د 
3 


2 


ومن تعريف المنحنى الناشر ,177(0 '7) تحصل على (بضرب (5.52) 4 7 قياسياً): 
d2‏ 


افد لحك 1د 0=> <T,ٍT‏ 
بالتكامل نحصل على 5- 4-0 حيث ©ث ثابت اختياري. وبالتعويض عن ۸ 2 
(5.51) نحصل على : 
r (s,)=r(s J)+(ce -5(7' )5.53(‏ 


وهذه هي الصورة العامة للمنحنى الناشر. 
إذاً يوجد عدد لانهائي من منحنيات النواشر لمنحنى فراغ أي أن المتحنى الناشر لمنحنى 
معلوم ليس وحيد (لأن المعادلة (5.53) تحتوي على ثابت اختياري © وهو بارامتر عائلة 


التواشن): ش 
dr ds‏ 
باشتقاق المعادلة (5.53) بالنسبة إلى ,8 نحصل على (س. 7= س): 
ds,‏ كله 
(5.54) وريد ©) T =k‏ 
كله 
ومنها نجد أن ±7= ,71 ونتفق على اختيار 
(5.55) ,71-2 
(5.56) (5ى- E‏ 1 
ds‏ 


1 ` م‎ ds 

وحيث أن 0 إذا يجب أن تكون ۶8S‏ © عند أي نقطة على المنحنى € وإذا 
3 

أخذنا (5,)5ى- ,5 دالة تزايدية 2 5 فإنه يجب أن تكون 5 < م, 0 < / . 

باشتقاق العلاقة (5.55) واستخدام صيغ فرينيه التفاضلية نحصل على 


-kT )5.57(‏ عا ا 
ds‏ 


© 


وبأخذ المقياس (الطول أو المعيار) للطرفين يكون لدينا 


(5.58) ا 
ds‏ 
ومن (5.56) يكون لدينا 
2 2 
(5.59) ا 
k(c —s)‏ 
وبالتعويض ے2 (5.57) نحصل على 
tb - 7‏ 
(5.60) كر 
r +k‏ ' 


حيث ۸ متجه ناحية الجهة المقعرة من المنحنى )6. 
وبالتعويض من (5.60): (5.55) 2 العلاقة ٨,‏ × ,7= ,8 نحصل على 


Tb -kT 
6 =x mee 
r? +k? 
ea. (5.61( 
Nk? +r? 
:) 1.6 ( ملاحظة‎ 


كل من العمود الأساسي ,7 والعمود الثانوي ,5 للمنحنى الناشر ,0 يقع ب2 
المستوى المقوم (مولد بالمتجهات 5 ,7) للمنحنى €. 
باشتقاق العلاقة (5.61) بالنسبة إلى ى نحصل على 
(87-هع)(غ6خ- ds, (rk‏ 
ا د 7۸ - 
ds (k? + 27‏ 
tk -kr tb-kt ds‏ 


+r kK” +r? dS,‏ دع 


تر 


ست سي ) 


ds 
بأخذ مربع المقياس والتعويض ب من (5.56) نحصل على‎ 


ال 
tk - 6‏ 
E‏ 
1 
LS‏ 
k|ec=s| kK +r‏ 
(5.62) رک E‏ 
نظرية رمة): 
المنحنى الناشر لمنحنى حلزوني هو منحنى مستوى والعكس صحيح. 
البرهان: 


1 / 
بما أن المنحنى الحلزون يحمققآن سح ثابت وباس تخدام (5.62) نجد أن 
T‏ 
0 = ,2 أي أن المنحنى الناشر للخلزون منحنى مستوي وإذا كانت 0= ,7 فإن 


dj 1k 
—tan (—)=0 
ds 60 


2 
ب‎ 1 r 5 





محور الحلزون 


فة اصن 


من (5.61) ,(5.60)ء (5.55) يمكننا صياغة العلاقة بين الإطار (7,7,0) للمنحنى 
© والاطار (,7,,7,,0) للمنحنى ١,‏ (الناشر) على الصورة 
٠‏ 0\7 1 0 1 
I E )5.63(‏ و1 / Té‏ 0 ع/- He‏ 
Be ORB‏ 


ملاحظة ( ۷.۵ ): 

واضح أن هذا التحويل خطي عمودي غير شاذ حيث أن محدد مصفوفة التحويل 
يساوي الوحدة (موجب) ولذلك فإنه يحافظ على اتجاه الإطارات المتحركة على كل 
من '). ,€ (راجع التحويلات الخطية 2 الجبر الخطي). 


( 0.0 )المنتشرلمنحنى فراغ 1/7011 
تعريف ( ده ): 

يعرف المنتشر 27011016 لمنحنى فراغ € بأنه منحنى فراغ ,€ بحيث يكون 
اش لفن الفراغ © از بهار الخرى هومس فراع € ااه تمظع اا ع 
غل اتنام 

لإيجاد معادلة المنحنى المنتشر € نفرض أن 7 نقطة على المنحنى ') حيث 
= ولتكن ,م النقطة المناظرة لبا على المنحنى € حيث ,21 ,0/7 كما هو 
موضح ے شكل (07-0). 
ومن هندسة الشكل نجد أن ,2/7 + =١‏ م + 07 ,02 ولكن حسب التعريف 
يكون رمم ب اتجاه المماس للمنحنى ,€ عند ,ثم وكذلك يكون المماس 7 
عمودي على PP,‏ وهذا يؤدي إلى آن PP‏ يوازي المستوى العمودي المولد بالمتجهات 
۸ ,5 أي أن ۷۵+ 7- ,217 حيث ۷ ,ا1 دوال قياسية يلزم تعيينها من تعريف 


J+un +vb )5.64(‏ ى) “حر رى) 7 


رس( ا 





يك ف ga‏ االشناقة الحوسة ق Vg O‏ 





شڪل )۷.٥(‏ 
بالتفاضل بالنسبة إلى 5 للعلاقة (5.64) نحصل على 
YE 1 (1k (7 +(u -vr)n + +urt)b (5.65)‏ 
0 


ولكن ال مجه وم يمكن التقبير عنه يف الضورة ;۶۳327 - حي 4 كمية 
قياسية» |7 المماس للمنحنى ,€ عند النقطة ,7 . وباستخدام (5.64)ء (5.65) 
نحصل على 

(1—uk )T + (ti —vr)n + V +u7)b = 1(un +vb) 


س( ا 


وبمقارنة معاملات 1,7,2 على الطرفين نحصل على (الاستقلال الخطي لعناصر الإطار) 


1 - ح عن‎ 0, 1 vT = Au ,V +UT = Av 








 +UT 1‏ 1 
و Uu‏ ا Uu‏ 
u ۷ k‏ 
تن قا اق تل عدي الو راک کدی الط و كك خا ل کرت 
الوسطين): 
Uv —Vu‏ 
2ر u +p‏ 
ج +] 
0 
ا 0 
(5.66( ( )ہا كد .:. 
ds u‏ 


وبتكامل الطرفين بالنسبة الى 5 يكون لدينا 
( 1 مهد [ras‏ 
7 
ولكن من تعريف اللي 7 نجد أن 
tan (Ww +€C(‏ ج [ras =۷ +c‏ 
u‏ 


dw 
دح ترحيث 7 ل‎ tN +0 ( أو م ع لا,‎ 
44 
..v =—- ptan(w +c) (5.67) 


مس سمي ) 


إذاً المعادلة الإتجاهية (5.64) تصبح على الصورة 
r(s,)J=r(s )+ p(n —b tan(w +c)) )5.68(‏ 
وهذه هي معادلة المنتشر ,0 لمنحنى منتظم (۲)8 = ” : € ومنها يتضح آنه لآي منحنى 
فراغ يوجد له عدد لانهائي من المنتشرات نظرا لظهور ثابت اختياري 6. 
كذلك نرى بسهولة من.(5.68) أن المماس ,1 للمنتشر ,€ له نفس الاتجاه (أو 


عكس الاثجاه) للفتجه 7- 2 رصع أي له الاتجاه 


sin(w +c)) )5.69(‏ 8زم ل راون ) كد 
cos(w +c)‏ 


أو يوازي متجه الوحدة ( 6+ n cos(W +c (-6 Si0(W‏ 
نظرية (مه): 
إذا كان ] '): € منتشران للمنحنى € فإن )© يصنع زاوية '6+ /۷ مع 
العمود الأساسي 7 والمنحنى € يصنع زاوية ”67+ //ا مع 7 والزاوية بينهما ثابتة 
وتساوي ”6- "© عند جميع النقط المتناظرة على المنحنيين. 
البرهان: ظ 
نفرض أن المنتشرين ]')» €0 للمنحنى € هما 
و(('ع+ p(n cos(w +c')—b sin(w‏ + حار 
p(n cos(w +c")—b sin(w +ce")).‏ + حار 
المماسات لما تكون بے اتجاه متجهات الوحدة الآتية على الترتيب: 
T= ncos(w +c')—b sin(w +c’),‏ 
T =n cos(w +e")—b sin(w +c").‏ 


وبما آن الزاوية بين المنحنيين cC‏ 07 هي الزاوية © بين مت متجهي الوحدة 7 es‏ 
واتكحاء NE SB‏ ال E‏ 


س( ا 


الهندسة التفاضلية 
اع "مع >= -c')‏ "ع ) ومن -< cosd=<T T1‏ 
وهذا يكمل برهان النظرية. 
للحصول على الانحناء ,۸ للمنتشر € نشتق العلاقة (5.68) بالنسبة إلى 8 وعمل 
الاختصارات اللازمة نجد أن عدت 
tan(w +c)).‏ عم + sec(w +c )(p‏ د 1 
5 
sin(w +c)) (5.70(‏ طعدرء+ (n cos(w‏ 
نختار 
=n cos(w +c )—b sin(w +c) )5.71(‏ 1 
ds, :‏ 
+c)(p0 + prtan(w +c)) )5.72(‏ ودس 3 
0 
وباشتقاق العلاقة (5.71) بالنسبة إلى 8 نحصل على 


4 0 =-—k cos(w +c)T , dw =7 
ds ds 


وباختيار 
(5.73( اڪ 
فصل على 


2 افد‎ = k cos(w +c) 
ds 


d 
وبالتعويض عن ل“ من (5.72) نحصل على‎ 


k cos (w +c) 9 


0 


ا هندسة التفاضلية 
cos(w +c) (5.75)‏ 6+ زء+ sin(w‏ م ع ,دم 1ح ,م 
وباشتقاق هذه العلاقة بالنسبة إلى 5 نحصل على اللي 7 © الصورة 


-k sinw +c) 
(p+ prtan(w + )sec(w +c) 


وحيث آن دم إذا نعف وبالتالي يكون لدينا 


e )5.76(‏ : 
ملاحظة ( ۸۵ ): 
العلاقة بين الإطارات المتحركة على امتداد كل من المنحنى € والمنتشر ,€ 
تعطى بالتحويل الخطي العمودي (غير الشاذ) الآتي: 
Tı) (0 cosw +e) =sinw +e) (T‏ 
n =1 0 0 n | (5.7%‏ 
)ل +c)‏ سادمهء sinw +c)‏ 0 52 
مثال 0.2" ): 
بين أن المنحنى المنتشر لمنحنى مستوى هو منحنى حلزون. 
الحل: 
إذا كان € منحنى مستوى أي أن 0 = 7 فيكون 0= //ا وعلى ذلك فإن 
المنحنى المنتشر ,) يعطى من. 
r =r + pn - p(tanc)b , T, =ncosc -6 sinc‏ 
<T,,b >= -sinc = const. , <T,,n >= cosc = const.‏ 
آي أن المماس ,7 للمنحنى المنتشر ,€ يصنع زاوية ثابتة مع كل من / و / ومن تعريف 
المنحنى الحلزوني نصل إلى المطلوب. 


2 ظ 


ملاحظة رمة ): 

کک الست النتوي: (0 5 2 )نایار فزي لاب 6 سار فر فنا 
نحصل على 0۸ + ۲= ”7 وهي معادلة المحل البندسي مركز دائرة الانحناء. 
ملاحظة د١٠‏ ): 

تعريف المنتشر لمنحنى معلوم مستقل عن التمثيل البارامتري لآي دالة تفاضلية. 
ملاحظة (م١١):‏ 

إذا كان / منحنى منتشر لمنحنى / فإن [ يقال أنه ناشر للمنحنى .٤‏ 
ملاحظة (6؟١):‏ 

المحل البندسي لمراكز ودائرة الالتصاق (الانحناء) لمنحنى معلوم هو المنتشر 
لبذا المنحنى. ونوضح ذلك من خلال شكل (۸.0)» (۹.0). 





تراڪترڪس 


Tractrix 





Lame' curve 


شڪل (۸-0) 


0 





المنتشر (مكافئ نيل) 
Neile's parabola‏ 





Deltoid 


)٩.٥( شكل‎ 


٦.۵ (‏ ) منحنيات برترائد Bretrand Curves‏ 
تعريف (م١٠):‏ 
يقال أن المنحنيين ' ,© أنهما منحنيان من نوع برتراند إذا كان لبما نفس 
العمود الأساسي. إذا كان المنحنى € ممثل بالحقل الاتجاهي (7)5 > ١‏ فإن المنحنى 
') يكون له التمثيل الاتجاهي 


r =r+An (5.78)‏ 
بالتفاضل بالنسبة إلى 5 يكون لدينا 
(5.79) 7 0007 74 ا م 
ds ds‏ 


خت #انارامدن اهناف الفوشيه عل اتشعتن 6و اماي له هد النفظة ور ال 
تناظر ‏ كما هو موضح 2 شكل .)٠١.0(‏ 

ولكن 7= م إذا 0=< #,' 7> وبضرب طرخ العلاقة (5.79) 2 ۸ نحصل 
على 4-0 وبالتكامل نجد أن .00251 = =٥‏ ۸. 


س( اس 


وبااي تكو ف وهنا ان درمان النطرية الام 
نظرية (۷.۵): 
A NSE CE LABS SUA SE BEE Î‏ 
النقاط المتناظرة. 
إذاً التمثيل البارامتري لزوج برتراند أ '),'© يآخذ الصورة (من (5.78)) 
(5.80) © تابت) r =r +cn‏ 


والعلاقة (5.79) تصبح على الصورة 


* 


+crh (5.81(‏ 7( - تر 


3 


ولكن 
(*مد >=k <n,T <+4* <T „n >=0 (n‏ 7 
0 


.“.<T,T  >=const. = 050‏ 
حيث © زاوية ثابتة بين المماسات للمنحنين عند النقاط المتناظرة. 
أي أن المماسين لكل من منحنيات برتراند ' '©, € يحصران بينهما زاوية ثابتة /0. 
وفنا أن المتحيات TT‏ وی عسوو عق ا كد لف عن 1 
عمودي على 7 وعلى 6 وعليه فان الزاوية بين “8 :قكون مساوية للزاوية 8# ايا 
كما هو موضح 4 شكل .)3١0(‏ 





شكل (۱۰.۵) 


ومن المعادلة (5.81) نجد أن (بضرب الطرفين قياسيا بج 7): 


اح ان ار و 
4 


N 
EG CO )5.82( 
ds 
85 کت هنا أيضا (تشررب فر الد 5.817 خا‎ 
<b,T’ > e 
ds 
id = )5.83( 
ds 


حيث الزاوية © موضحة 4 شكل .)١١.١(‏ 


ا 0 





)١١١( شكل‎ 


ملاحظة (6؟١):‏ 
شكل )١1١1.0(‏ يوضح العلاقة بين الإطارات المتحركة على الزوج €“ € حيث 
أننا قمنا بنقل متوازي للإطار © عند النقطة "م إلى النقطة # على المنحنى 6. 
من العلافات (5:.82) (5,83) تسكن دة 5 7 تة خطية فق 17 2 
على الصورة 
١‏ 0 طأد 5+ cosa‏ 7- * :1 
(5.84) 0 
/0 ماد م - =bcosa‏ ررم =T ~n =T‏ م 
وبقسمة العلاقة (5.82) على العلاقة (5.83) نحصل على العلاقة الخطية الآتية 


51110 


+ مومع‎ +k sina = )5.85( 





6 
ويمكن الحصول على علاقة مماثلة لبذه العلاقة بالنسبة للمنحنى )© وذلك بعد وضع 
0 - فدلا کن ©- بدلا من 20 `7 Tk E‏ و 5 ودلا مين 1 أن 


خضل على عتلاقة اة غل الور + 


سه صت ) 


Sin 


r cosa - * sina = )5.86( 





وبنفس الطريقة فإن العلاقات المناظرة للعلاقات (5.82): (5.83) تصبح على الصورة 





Sy ل‎ )5.82(' 
ds 
a =e (5.83) 
ds 
ا‎ )65827 582 
cos” a = )1- (*ء + 1)(غء‎ )5.87( 
من (5.83)» (5.83) نحصل على‎ 
sin a “جعت د‎ )5.88( 


ف (5:87) بتك الحصول على 7#علن الضوزة ف اف ار و قب ا لخدو 





ck - 0 )5.89(‏ _ + 
c(l-ck) ۰‏ 
وهن (5.88) نجد آن 
۰2 
(5.90) لت ك0 
CT‏ 


:)C08 بن‎ + S1۸” 4 =1 ( بجمع (5.87): (5.88) نحصل على‎ 
ctr +(1-ck )(l+ck’ )=1 )5.91( 
أو 4 الصورة (بفك الأقواس)‎ 
c(l-ck)k’ +e rr’ =ck (5.92) 


س( ا 





وبالتالي نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية (۸۵): 

المنحنيات الفراغية التي تحقق العلاقة الخطية (5.92) هي منحنيات برتراند. 
ومن العلاقة (5.90) نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية (دة): 

بالنسبة لزوج منحنيات برتراند يتناسب اللي لأحد منحنيات الزوج تناسب 
عكسي مع لي الآخر. 
تصنيف منحنيات برتراند : 

نعتبر الآن المنحنيات التي تحقق العلاقة الخطية الآتية: 

(5.93) 0 ح ير + +vk‏ عام 
هذه المنحنيات لہا أشكال مختلفة تعتمد على قيم الثوابت 1,۷,۷ ونوضح ذلك من 
خلال الحالات الآتية: 

)1( 0= 0,2 - برعد مدا (منحنيات مستوية) 

 )11(‏ 0= ,0= = (هعاثلة من الخطوط المستقيمة) 

(111) ۶0 0,۷ ۶ 04 = / تصف منحنيات تحقق 0 - ۷۸ + 47 آي أن 
4 


— = const. 
k ام‎ 


const. )1۷(‏ = 0+7 = 04۷ عو / وهي تصف عائلة من المنحنيات لبا اللي ثابت 


(۷) 40 /,0 ۷۲۶ . ولدراسة هذه الحالة نحول العلاقة (5.93) الى 
الصورة العمودية 


Tcos@ +k sina = 7 )5.94( 


14 و‎ 
tana = —, 1= 1 


ترجف يرل لم 
a:‏ - ع" = يطاو .:. 








2 ۷ _ Sina 
ا‎ J? تر‎ _ 
7 
sin ¢ V 
1= نحصل على‎ e وبوضع‎ 


إذا العلاقة (5.94) تأخذ الصورة 


rcosa + k sina = A )5.95( 
c 


وهي نفس العلاقة (5.85) التي تصف منحنيات برتراند. 


1 r 5 
e e اراح يدر لالد علوم‎ 5 «k = const. (Vi) 


(5.95) لنحصل على 2 م حيث © المسافة بين نقطة ما على المنحنى € والنقطة 
ماكر اغ افج "0" المرافق له مفو برخرائل: 
ملاحظة ( ۱۱.۵ ) : 

المقدار © يساوي نصف قطر انحناء المنحنى € حيث أن متجه الموضع لأي نقطة 
على المنحنى 0 هو ١١ =۲ +٨۸‏ وي هذه الحالة فإن "7 ينطبق على مركز انحناء 
المنحنى '). 
وبهذا نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية ( م۹ ): 

المنحنى ذو الانحناء الثابت ومنحنى المحل البندسي لمراكز إنحنائه يكونا زوج 
كو مات برتراند وعكس هده النظرية صحيح. ش 


ملاحظة (6؟١):‏ 
من العلاقات (5.84) وحيث أن 7= 7 » إذا يكون لدينا العلاقة المصفوفية 
بين الإطار(6 f,‏ ,7) والإطار 6م (T‏ على الصورة 


* ٠. 
1 cosa 0 sina 1/7 


* 


n |= 0 1 0 n 
bٌ* -SsiInd 0 0526/6 
واضح أن هذه العلاقة هي تحويل خطي عمودي لأن محدد مصفوفة التحويل (مصفوفة‎ 
۸ - 7" دوران) تساوي واحد (موجب) وهو يمثل دوران الإطار (5 ,7 ,7) حول المتجه‎ 
.0/ (العمود الأساسي للمنحنى ')) بزاوية‎ 
؛)١؟5( ملاحظة‎ 

واضح أن محور الدوران ۸ = 7 لا تفيري 1۳۷3۲1۵١٤‏ أي لا يتغير بالدوران 


حوله بزاوية /0. 


ست اضية ) 


تمارين (0) 


)١(‏ أوجد العلاقة بين انحناءات الصورة الكرؤية (6)0 ,(7)7) ,(6)7 لمنحنى منتظم. 

(0) أوجد العلاقة بين اللي لكل صورة من الصور الكروية (0)5 ,(6)/7 ,(6)7 
E‏ 

(0) أثبت أنه عند النقط المتناظرة على كل من المميز الكروي (6)7 والمميز 
الكروي (6)0 لمنحنى فراغ منتظم يكون المماسان لبذين المميزان متوازيان. 


9 ت ان انس اهيز انکروی (6)8 کی 6 هر k= HO‏ 


حيث » 7 هما الانحناء واللي للمنحنى €. 
(0) أثبت أن نصفا قطري الانحناء للمميز الكروي (6)7» (6)0 لمنحنى الحلزون 
6 
الدائري هي 1= ,م , حم - رم على الترتيب. 


(5) أوجد اللي للمميز الكروي (6)۸. (6)0 لمنحنى فراغ منتظم. 
(إرشاد: اتبع نفس الخطوات بالنسبة للمميز (6)7). 


١ RF 
هما اللي والانحناء‎ ۸,١ بالنسبة لمنحنى فراغ منتظم € أثبت أن خ- = حيث‎ )۷( 
ت‎ . 
للمنحنى € ؤأن 7,7 هما اللي للمميز الكروي (7)5): (7)1) على الترتيب.‎ 
إذا كان المستوى اللاصق عند كل نقطة على المنحنى يمس كرة ثابتة فأثبت أن‎ )۸( 
المستوى المار بالمماس والعمودي على العمود الأساسي يمر بمرخر الكرة.‎ 
(إرشاد: العمودي 6 على المستوى اللاصق يمر بمركز الكرة ويكون على امتداد‎ 
قطر فيها عند نقطة التماس).‎ 


CD) 


(9) أثيت أنه بالنسبة لمنحنى المحل البندسي € لمراكز كرة الانحناء للمنحنى € 
يتحقق |00 = ,00 . 
(إرشاد: استخدم العلاقات التي تعطي ۸,١١,‏ بالنسبة للمحل البندسي لمراكز 
كرة الانحناء). 

)٠١(‏ أثبت أنه إذا كان € منحنى له الانحناء ثابت لجميع نقطة فإن منحنى المحل 
البندسي ,€ لمراكز الانحناء يكون له الانحناء ثابت. 
(إرشاد: إذا كان .00051 = ۸ فإن ‏ 2-0 وعليه فإن ۸= | /) 

€٣, أثبت أنه إذا كان € منحنى إنحناثه ثابت لجميع نقاطه فإن المحل البندسي‎ )١١( 
لراكز الانحناء يكون اللىّ له يساوي /* 4 حيث 6,2 هما اللي والأتحناء‎ 
.)' للمنحنى‎ 

1 


((5.47)( 2 e O (إرشاد: ضع‎ 


)١10(‏ أثبت أن الناشر لمنحنى مستوى يكون مع المنحنى زوج برتراند. 

)١(‏ أوجد المنحنى الناشر لكل من القطع الناقص والقطع الزائد والقطع المحافئ 
والدائرة والخط المستقيم (ان آمڪن). 

)١+*(‏ هل يمكن تعريف المنحنى المنتشر لمنحنى مستوى. 

)1١0(‏ أوجد المنحنى المنتشر لمنحنى الحلزون الدائري. 

(5) آثبت أنه اذا وجد تناظر أحادى بين نقط منحنيين بحيث أن الأعمدة الثانوية 
تكون منطبقة عند النقط المتناظرة فان هذه المنحنيات تقع كك مستوى. 
(إرشاد: ضع ۸۲0 + ۲= ۲ ونفذ نفس خطوات منحنيات براتراند). 


المندسة التفاضلية 
0) أثبت أنه إذا وجد تناظر أحادي بين منحنيين 0 € بحيث أن المماسات عند 
النقط المتناظرة تكون متوازية فإن الأعمدة الأساسية والأعمدة الثانوية تكون 
أيضاً متوازية. 
(إرشاد: ضع )5( T (s)=T‏ وبالتفاضل بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغ فرينيه). 


(1) أثبت أن المنحنى المعرف بالدالة الاتجاهية 


r(u)=c, |e (du +€ |e () ^e'(u du 





حيث (2)© دالة اتجاهية تحقق 1 -|(/16'0.!-|(/60| , کے ١2‏ . 
هو منحنى برتراند والعكس أي أن منحنى برترانىد يمكن تعريفه بالدلة 
الاتجاهية السابقة حيث ن6©,,© ثوابت. 
(إرشاد: التكامل يختفي بعد المشتقة الأولى (2)'” ) 

(15) بين أن المنحنى المنتشر للدائرة هو مركزها. ٠‏ 

(۲۰) إذا كان (( ×) 8,( ×) )=( )”7 منحنى مستوى. أوجد إحداثيات أي نقطة 
(*«)” على المنحنى المنتشر. 


(إرشاد: استخدام =r + pn‏ عر (ع," )ادم 5 
1 


(/-,'8) تب - م( ) 
'ع + "إل 
(11) أوجد الثلاثي المتحرك على امتداد منحنى المحل البندسي لمركز دائرة الانحناء 
لمنحنى منتظم (7”)5 = 7 : €. 
(إرشاد: استخدم (5.28): (5.32)). 


ي 


(YY)‏ أوجد الانحناء واللي لمنحنى المحل البندسي مراڪز دائرة الانحناء. 
(إرشاد: أكمل الخطوات التي اتبعتها 2 التمرين السابق). 
(۲۲) بين أن كل من العمود الأساسي ,7 والعمود الثانوي ,0 للميز (6)7 للمنحنى € 
يقع 4 المستوى المقوم للمنحنى € . 
(إرشاد: ارجع إلى العلاقات (5.12)» (5.13)). 
(18) أثبت أنه إذا كان € انحنائه ثابت لجميع نقاطه فإن المحل البندسي لمراكحز 
الانحناء يكون له نفس الانحناء للمنحنى € . 
1 8 
(إرشاد: ضع اورم دم ے2 (5.45) نحصل على =k‏ )۸ ) 


(30) أثيت أن المنحنى 
x (u)=(a cos? ,1 COSU Sİnu ,a Sint (‏ 


يقع على سطح كرة (منحنى كروي C1۲۷٥‏ [161128م5). 
d 1 1‏ اه 
(إرشاد: احسب ==م , =٥‏ وتحقق من أن گ=., 0- زه م) + 2) 
O ds 4 k‏ 
۲) أوجد شرط أن يقع الحلزون العام على سطح كرة نصف قطرها 7 أي أوجد 
شرط أن يكون الحلزون العام منحنى كروي. 


ا اعون + 
ا ثابت آي 2 ثابت نحصل على 0= ( 006 ) وهذا يؤدي الى 


) 70 =const. 


اسه تمي ) 


الباب السادس 
النظرية الأساسية للمنحنيات في الفراغ 


Fundamental Theorem for Curves 


البدف من هذا البأب هو أن نبين كيف أن كل من الانحناء واللي يؤثر 2 
شك لمنحنى. ولبذا فإننا نقوم بإعطاء تقريب قانوني للمنحنى 1110111181116 
80 بالقرب من نقطة اختيارية عليه. ولذلك نستخدم تقريب تيلور 
للمنحنى والتعبير عن هذا التقريب كدوال 2 الانحناء واللى وإطار فرينيه عند هذه 
النقطة. و2 الجزء الثاني من الباب نعطي النظرية الأساسية لوجود ووحدانية. منحنى 
الفرإغ من خلال الانحناء واللي كدوال ك بارامتر طول القوس. 


: )التمثيل القانوني المحلي لمنحنى في الفراغ‎ 1١١ 
Canonical Representation of a Space Curve: 
نعتبر منحنى ممثل تمثيل بارامتري طبيعي أي بدلالة بارامتر طول القوس‎ 
Unit 50660 والذي يسمى عادة منحنى سرعته الوحدة 6/كآلاء‎ € : ٣ = ”)5( وليكن‎ 
dr 


dı . : :‏ 
لان ا 7 متجه السرعة vectOr‏ (00611! وقيمته هي السرعة (1 -| 2 |) 
0 3 0 


50660. نفرض أن 7 أي نقطة على المنحنى المنتظم 6س الفراغ. نقوم بإجراء انتقال 
بحيث تصبح 7 هي نقطة الأصل. بدوران المحاور حول 2 كي تصبح المتجهات الأساسية 

(ر€,ر€,,€) علي امتداد محاور الإحداثيات منطبقة على حقل المتجهات (2:2,-1) 
عند 7 ونفرض أن طول القوس على المنحنى € هو 5 بحيث أن 7 تناظر البارامتر = 5 
0 (الإحداثي المحلي). ب2 هذه الحالة فإن المنحنى € يحقق 


0000-0 ,£(0)=T (Es و6 ©) 2( 50 ملأو‎ 23), 


F(s)|,_ٍ =F(0)=T (s)|,_o= kr |, (6.1) 


أو =k, Fo‏ 1-(0)م 
آنا 
EE CETTE. O‏ 
ds ds‏ 
بالملل يڪون 
F(o0)=-kT, +k,n, +k, tb, )6.3(‏ 


T, =T(0),n, =n(0),b, =b(0), 
k, =k (0),7, = r(0),K, = k (0) 
وهذا يعني أن المنحنى له التصاق من الرتبة الثالثة مع المستوى اللاصق عند 7 أي أن‎ 
المستوى يشترك مع المنحنى بے ثلاث نقط.‎ 


وبكتابة مفكوك تيلور 13/101 للدالة الاتجاهية (7)5 حول النقطة ‏ على الصورة 


r(s) = F(0) + sF(0) + 3 F(0)+ 3-0) e 


وبالتعويض من (6.1): (6.2): (6.3) نحصل على: 


8 $ ks 
=(s لج دع‎ 7 + (kk ل لس سد‎ 01 
r(s)=(s ي#-‎ 6 70+) 1 6 ) 


(6.4) لل 3 )+ 
أو ما يكافئ 


+f (8b, = 9‏ سلما + ,لها ررد (ى)م 


حيث ,ا د و مجموع متسلسلات قوی تقاربيه تقارب منتظم 2 5. 


تمثيل المنحنى المعرف بالمتسلسلة (6.4) يسمى التمثيل القانوني (القياسي) 
0 02101112353 حول النقطة م أي بے منطقة جوار مباشر محيطة 

بالنقطة م وصغيرة صغر كاكة. 

وباختيارنا السابق لإطار فرينيه (,72,52,-1) عند النقطة 2 كمحاور للإحداثيات 


(02 ,0 ,×0) للنظام الكارتيزي للاحداثيات (الإطار الثابت) نحصل على معادلة 
المنحنى بالنسبة للاطار الثابت أي كتابة المتسلسلة (6.4) على الصورة: 


r(s )=f(s )e, +) )e +f ك) و‎ (© 


ks 
x رع‎ (s)=s - +... 





Kk 2 3 
0 لقي‎ +... )6.5( 


=f ر)S(=‎ 2 








¢ 


N 


3 
...+ شط ( )ر 


وحيث أن 5 صغيرة صغر كاك لأن الدراسة بالقرب من نقطة الأصل 7 وبالتالي نأخذ 
التقريب الأول ب كل مركبة من المركبات 2 ,ر ,× وليكن على الصورة 
2 1 سا 


6.6 كد 72ر = بر روح ير 
)6.6( َ كار 


المعادلات (6.6) تعرف تمثيل بارامتري لمنحنى هو تقريب للمنحنى الأصلي € حول 
النقطة م وليكن € ويسمى تقريب فرينيه للمنحنئ.0) بالقرب من 0 =5 أي بالقرب 
من 2.. وبالتالي المنحنى € يعطى من خلال الدالة الاتجاهية 





3 
كر / 





e, (6.7) 


3 


6 ره :- (م)ت:‎ +s e, + 


كما هو موضح 4 شكل .)١1١1((‏ 





)١17( شكل‎ 


الحد الأول 2 (5)”/ يعرف المماس للمنحنى € عند 0 = 5 (أحسن تقريب خطي 
approximation‏ inearا‏ 6651) . الحدان الأول والثاني 2 ( 7”)5 يعرفان قطع 
مكافئ 2212013 على الصورة 











85 ks 
7”)5 )=s e, + € (6.8( 
5900 : 1 
حيث كح بر, = × هي المعادلات البارامترية للقطع | لمكافئ وبحذف 5 نحصل‎ 
على المعادلة الكرتيزية‎ 
RR 
2 


ال همندسة التفاضلية 


هذا المنحنى واقع 2 المستوى × ومنطبق على المستوى اللاصق عند 0 > 5 . واضح أن 
فا الست خد تاها اوا ,۸ للمنحنى € عند 0 = ى كما هو موضح 2 
شكل 63 

الحدان الأول والثالث 2 ( ٣)١‏ يعرفان منحنى تكعيبي 1۲۷۵ 1112© على الصورة 

















5 kts 
هفك + نودم‎ )6.9( 
6 
: ور‎ 
هي المعادلات البارامترية للمنحنى التكعيبي وبحذف ؟‎ × = 5 ,2 E حيث‎ 
نحصل على المعادلة الكرتيزية‎ 
Kix ش‎ 
عدج‎ 
6 
وهي تمثل منحنى واقع 2 المستوى 2× ومنطبق على المستوى المقوم عند 0 > ى كما هو‎ 
.,)501( موضح يذ شكل‎ 
الحدان الثاني والثالث يعرفان منحنى مكافئ تكعيبي 22185013 ع 1طلاء على‎ 
الصورة‎ 
Ea kyTys 
,ع + عكر‎ (6.10( 
2 6 
kS كر‎ 
ج 2 = ر هي المعادلات البارامترية للمنحنى المكافئ‎ 
التڪعيبي‎ 
22 
z2 = 0 ر‎ 
Ok, 


هذا المنحنى واقع 2 المستوى 2[ ومنطبق على المستوى العمودي عند 0 = 5. وواضح أن 
هذا المنحنى يتحدد تماما بدلالة الانحناء ,/ واللىّ ر7 عند 0 = 8 كما هو مبين 2 
شكل (101), . حيث المنحنى يصعد إلى أعلى عندما اللي يكون سالب ( 0> 7). 


x) 


الهندسة سسب 


هم 


المسقط على المستوى اللاصق المسقط على المستوى المقوم المسقط على المستوى العمودي 


شكل )١7١(‏ 
ملاحظة ١.١‏ ): 
الحد الا هوأصغر حد 2 ١‏ وهذا يعني أن اللي ,7 يتحكم 2 
حركة المنحنى € بحيث تظل عمودية على المستوى اللاصق عند 0 = د كما هو 
موضح بے شكل .)١1١1(‏ 


061 ) المعادلات الذاتية لمنحنى الفراغ: 
Intrinsic Equations of a Space Curve:‏ 


تعريف ( 11 (* 


إذا أعطينا الانحناء 0 < (5)/ < ۸واللي (2)5 = ۲ كدوال 2 البارامتر 
الطبيعي 5 لمنحنى € ك الفراغ فإن هذه الدوال تكون كافية لتحديد المنحنى وك هذه 
الحالة يقال أن المنحنى معطى بمعادلاته الذاتية (الطبيعية) 0112]10115© ©11111551. 


ل ا 


١ 


تعريف(5.؟ ): 

المعادلة الطبيعية 6011211012 18111121 للمنحنى هي معادلة تصف (تحدد) 
المنحنى بطريقة مستقلة عن أي اختيار للاحداثيات أو التمثيل البارامتري. 

دراسة المعادلات الطبيعية بدأت بالمشكلة الآتية: 
إذا أعطينا دالتين 2 بارامتر واحد» أوجد منحنى الفراغ الذي يحقق أن الانحناء واللي 
له هي الدوال المعطاة. 
وكان أويلر 1101617 أول من أعطى حل تكاملي للمنحنيات المستوية (0 = 7). وإذا 
كانت الزاوية المماسية ©2081 1318612]131 بين المماس ومحور ‏ هي © فإن 

0= م‎ (s ds 

حيث (5)/ = ۸ دالة الانحناء. 
إذاً المعادلات 2-0 , (5) ۸ = ۸ يمكن حلها من خلال التمثيل البارامتري للمنحنى 


حلا 


x = [cos0d0 , y = 0م ةة]‎ 

تعریف (؟): 

المعادلة التي تعبر عن منحنى المستوى من خلال بارامتر المسافة القوسية ونصف 
قطر الاتحناء م أو الانحناء ‏ تسمى معادلة سيزارو 0658310). 
تعريف ( ٤١‏ ): 

المعادلة التي تعبر عن منحنى المستوى من خلال بارامتر المسافة القوسية والزاوية 
المماسية تسمى معادلة فيفل w٤11‏ ع W1!‏ . 

وسوف نبرهن الآن كنتيجة لصيغ سيرية . فرينيه أن أي منحنى ك الفراغ إذا 
أعطي عن طريق معادلاته الذاتية يتعين تعييناً تامأ بواسطة هذه المعادلات. 
إذا كان لدينا منحنيان *'0,0 2 الفراغ وكانت لبما نفس المعادلات الذاتية» بمعنى 


أن: 


k(s)=k *)5(, 2)6(- 2*)5( )6.11(‏ 
فإن المنحنيان يكونان متشابهان ©111116]11/ا5 فيما عدا موضعهما ك2 الفراغ ونعني 
بذلك أن أي منحنى وليكن ' ') يمكن أن يكون صورة للمنحنى © وذلك بحركة 
جاسئة ۸ أي مكونة من دوران ثم انتقال على الصورة 

0* - 0م‎ - 40 +a 

حيث 4 مصفوفة الدوران : © متجه الانتقال. 
ملاحظة (6.١؟‏ ): 

المعادلات الذاتية للمنحنى من الممكن أن تعطى من خلال دوال ضمنية 

F(k,T,s)=0,F(k 0كىة,‎ 

:)۱.١( نظرية‎ 

أي منحنى ب الفراغ يتعين تعيينا تاما (فيما عدا موضعه) بواسطة الانحناء 
واللي له كدوال 2 البارامتر الطبيعي (بارامتر طول القوس) ؟. 
البرهان: 

نفرض أن لدينا منحنيين "0,6 لبما نفس الانحناء (5)/ = ۸ ونفس اللي 
( 7)4 = 7 كدالة 4 بارامتر طول القوس 5 . 
بإزاحة المنحنى ') إلى النقطة التي يكون عندها ,5 - 5 هي نقطة البداية على كل 
من *0,0) ثم بدوران المنحنى € حول هذه النقطة (مركز دوران) حتى ينطبق الثلاثي 
4 (, 4,2 ,, 1) للمنحنى € على الثلاثي (1.,,2:20) بالنسبة للمنحنى 
کاو وک ظ 





07١ شكل‎ 


بعد إجراء الحركة الملتماسكة (الجاسئة) 1201101 11810 التي جعلت الإطارين 


(2,9. 2) ؛ ( 8, 2, 7) ينطبقا عند ,5 > 5 نبين هل الإطارين عند كل النقاط 
يتطيقاى كان كذلك وک ")نطق اا علق ای )ومن از دل 
.نبين هل الزوايا ,8,8,6 بين 02,1 22,2 8,8 على الترتيب كلها تساوي 
صفر لجميع نقاط المنحنيين. 
ولذلك نتبع الخطوات الآتية: 


TES‏ ا 
ds ds‏ 


EFT SAATE 
=<T ,k n >+<kn,T > زا فر ار‎ 
(cos4)=K (ST. < + > “بك‎ >),(k =k ) )6.12( 
افا‎ 


> 2م > 57د 
ds °` ds‏ 


س( 


(e054) =< 1,(Tb kT )>+<(tb -kT),n > 
5 


(6.13) ,)> طرأم > +< أطرم >)ء +(< 1, أم > + < :1م >) 4د 


(k =k ,T=F ) 
كذلك‎ 
d 0 * * 3 0000 
005 << -+ > 6,1 <-7 > 2,2 < (صيغ فرينيه)‎ 


)6.14( (22ع), )> صر ط>+< =-r(<b,n‏ 


بجمع (6.12): (6.13): (6.14) نحصل على 
>+<b,b' <(-0‏ 0م > +< 1 
3 


وبالتكامل يكون لديا 
 )*(‏ مح اوممه => >+<n,n  >+<b,b‏ 11> 
ولكن عند النقطة ,5 = 5 تتحقق الشروط الابتدائية 


#۴ 


* * 
T 2 1 1o - fo ل"‎ 7 Db, 


9 


<F 


07 


1 وى‎ >=<Nn, A, >=<b 


3= ج |=< طط n,‏ 
وعليه فإنه عند ,5 ولجميع قيم 5 نجد أن المتطابقة (*) تصبح على الصورة: 
>+<b,b <- 3 )6.15(‏ ورم > +< 11> 
ومن ناحية أخرى نعلم آنه بالنسبة لمتجهين من متجهات الوحدة يتحقق 
=cos@ S|‏ > 77> >1|- 


وبالمثل يكون لدينا 


ومن ذلك نستنتج أنه لجميع قيم 5 يكون 
Rh B= )6.17(‏ 1-7 

أي أن الإطارين منطبقين لجميع نقاط المنحنيين. 
O 2‏ ل هل 


وحيث أن = = اذا = 


كك ds ds “ ds”‏ 
وبالتكامل للطرفين بالنسبة الى ك نحصل على 
(c =const). (6.18)‏ مور ا 


ومن الشروط الابتدائية عند ,5- 5 يكون (,5) >( 5)” وبالتالي لجميع قيم 35 
يكون 0 = . وبالتالي نحصل على ( )£=( ٣)8‏ أي أن المنحنيين 0,0 منطبقان 
وهو المطلوب. 
ملاحظة (6.؟ ): 

النظرية السابقة تسمى النظرية الأساسية لوجود ووحدانية المنحنى 

The fundamental Existence and Uniqueness Theorem 

:) ٤١ ( ملاحظة‎ 

المعادلات (ء)7 = 7( 5) ) = ۸ تسمى التمثيل الذاتي 11۲1151٥‏ للمنحنى 
2 الفراغ وهو مختلف عن التمثيلات المختلفة التي سبق وأن عرفناها والتي تعتمد على 
محاور الإحداثيات والبارامتر العام 1 وجميعها خارجية ©111151© أي ليست مرتبطة 
ارتباطأ ذاتيا بالمنحنى. 


ش 


مثال :)1١.5‏ 
المعادلات الذاتية لمنحنى الحلزون الدائري هي: 
T = const.‏ وف =const.‏ عم 
مٹال :)۲.١(‏ 
المعادلات 001151.,2-0 = ) هي المعادلات الذاتية للدائرة التي نصف 
1 
قطرهاهو = م0. 
k‏ 
مثال507؟): 


NE EOS أوتهن لقا‎ 
r =(2ae" cosu,2ae" sinu,ae" ),u ER 
= dae" )2 0511 ,2 511 ,1) 
الحل:‎ 
r =(2ae" 051,206" بما أن ("46,لقطأو‎ 


وبالتفاضل بالنسبة إلى #:تحصل على 


dr . ١ 
ا‎ = (2ae" (cosu - sinu ), 2ae“ (sinu + cosu ),ae" ) 
7 


(من صيغ فرينيه) سحا ي ]= هخ 
du‏ 
. 0 7 
=(-4ae" sinu,4ae" cos ,ae" )‏ م .. 
(من صيغ فرينيه) =Ts"+ks n‏ 
mM ٠.‏ 
(-4ae" (sinır + cosu ),4ae" (cosu - Sinıu ),ae" )‏ د .“. 


=Ts" +knss" +kS Pn +2kss"n + ks (rb kT ) 


IE CEE 


سه سمي ) 


(من صيغ فرينيه) , مت3وع +(..)n+k‏ 7(...)- 


2 2 2 


[1[+( > (نتصلو+ ..s'” = ae” [4(cosu — sinu )” + 4(cosu‏ 
وباستخدام المتطابقات المثلثية نحصل على 
٠‏ 0ع "م30 = '$ 


(6.19) 'مه3- 3ae"d u‏ | = و 


ومن '”,”” يكون لدينا حاصل الضرب الاتجاهي الآتي: 


"تمق ,) (sinu + cosu‏ "7 26م 2 ,( xr" = [2ae™ (sinu - cosu‏ مر 


1 


ksh 
باخذ مريع المقياس (الطول) للطرفين نحصل على‎ 


k 2 55 72a e" 
.:. ks? = 62a e ` )6.20( 
tt 3 
ولكن من (6.19) 0 = © وبالتعويض 24 (6.20) نحصل على‎ 


(6.21( 22 دع 
3s‏ 


نڪون حاصل الضرب الثلاثي القياسي. 


5 


(cosu - زه “فاو‎ + 8a e ™ ] 


4 


1 „r [=[8ae ™ (cos 1ı — sin 1) - 8a’ e 


“وج عب 


3u 


وبتجميع الحدود يكون لدينا 
Sa e‏ 5 6, م2 k‏ 


)ا 


ومن (6.20) نحصل على 
1 1 اديع 
eS A O‏ 
72a e 20 3s‏ 
1 
6.22 سس a‏ 
(6.22) 8 
والمعادلتان (6.21). (6.22) هما المعادلات الذاتية للمنحنى المعطى. هذا المنحنى يحقق 
أن 


ا 
k 1/2‏ 
أي أن المنحنى هو حلزون عام. ونعطي تفسير لذلك كالآتي: 
ملاحظة ( ۵.٦‏ : 

المنحنى 2 المثال السابق يمكن كتابته على الصورة 

r = A4(u )(2cosu,2sint,1) , 4(1) - "من‎ 

وهو عبارة عن داثرة نصف قطرها 2 واقعة ب2 المستوى 1 > 2 حيث كل نقطة من 
نقاطها تغيرت بمقدار "2€ = (24)2 لنحصل على المنحنى الحلزوني و2 هذه الحالة 
يقال أن ۸ مغير البعد 0111101111© (أي مغير للأطوال والقياسات). 
مثال(1:.7): 

أوجد المعادلات الذاتية لمنحنى الكتينة 


u 
r =acosh—e, +ue, ,a=const.,u € R 
a 


الحل: 

حيث أن منحنى الكتينة هو منحنى مستوي فإن 0= 7 ويتبقى لنا أن نعين 
الانحناء ۸ كدالة 2 بارامتر طول القوس ؟. 
بتفاضل معادلة المنحنى بالنسبة إلى 1 نحصل على: 


و © 


/, 5 U 
r =—==sinh~e, وه+‎ 
u 0 


بأخذ المقياس على الطرفين نحصل على: 
Uu‏ ل 8 4 
(من المتطابقات الزائدية) 2 طومع- 2(5ّ 2طہوزو+ 1)- | م | 
0 0 


وبالتفاضل بالنسبة إلى 1 يكون لدينا 


1 u 
م‎ =—cosh—e,, 
a 0 


f f 1 
عم م‎ cosh بع‎ 
0 0 
ومن الصيغ التي تعطي الانحناء (من الباب الرابع)‎ 
4 04 2 
۸ 1 
k ا ا ا‎ )6.23( 
|r’ | a cosh u 
du 
حيث ¬= 1 £0 4 - -- . ومن تعريف طول القوس نجد أن‎ 
du 4 
$= jr’ la = [cosh au 
0 0 0 
U 
= asinh ~ = asinhZ (6.24) 
a 
دمن‎ +a” لود‎ sinh + a^ 
د‎ +a” =a” cosh 7 )6.25( 


وبحذف 1 بين (6.25) ,(6.23) نحصل على: 





وبذلك تكون المعادلات الذاتية لمنحنى الكتينة هى 


0 





5-5 s” +a e 
:) 5.56 ملاحظة‎ 
7= 0 بالنسبة للمنحنى المستوى تكون أحد معادلاته الذاتية‎ 
:) 7.5 ملاحظة‎ 


بالنظر إلى معادلات فرينيه التفاضلية نجد أنها نظام من المعادلات التفاضلية 
الاتجاهية ذات الرتبة الأولى 2 ' 22 ۸ء 2 . 

والسؤال الذي يطرح نفسه هل يمكن إيجاد حل لبذا النظام ونجيب على هذا 
السؤال 4 حالات خاصة وليكن بے حالة المنحنى المستوى: 
إذا كان (0) ×= ×: € منحنى مستوى حيث © الزاوية التي يصنعها المماس له مع 


محور ,× فإن متجه وحدة المماس يعطى من 


T =cos@e, +sin@e, (6.26) 
7 =(-sin@e, + 050676 5 0ك‎ 
3 ds 04680 ds 
متجه العمودي ۸ على 7 يعطى من‎ 
n=-sind@e, +cosde, (6.27) 


û =(-cos@e, sin 0e, )0‏ 
=(cos@e, + sin 0e,)(-0)‏ 
07 سدور 
وحيث أن المنحنى مستوى فإن 2-0 ومن المعادلة الثانية من معادلات فرينيه نجد أن 


n=-kT 


د 


سه تن ) 


وبالتالي فإن معادلات فرينيه تؤول إلى 
7 -- قر , م 1-4 
ومن (6:26): (6:27) تجد آن 77/2 حلول ادلات فرينيه إذا كان )=6 أو 
ds +c‏ م =0 
إذا من (6.26) يكون لدينا 
Xx (s)= 1 ds +c‏ 


= | (cos4(s Je, +sin@e, كه(‎ +c 
ds 
- | (cos0(s Je, + 0(s ا‎ 


+sin@e,)dO+e (6.28)‏ رج - (5) ×.. 
مثال(0.1): 


1 1 
أوجد المنحنى الذى معادلاته الذاتية 0< 0,5 -2,-- ۸ . 
ك 5 


الحل: 
من المعادلات الذاتية يتضح أن المنحنى مستوى ولذلك نستخدم الصيغ 
التكاملية (6.28) حيث EO‏ وبالتكامل بالنسبة إلى 5 نحصل على 
8 
0=logs +c, > logs =0 -c,‏ 


(الفلؤقة ن وا ° اللاو ون 


. k _1 -)0-( 


=€ 
3 


وبالتعويض 2 (6.28) نجد أن 


000000 


+e,‏ #6 0(رء0 مأو + [e7 (cos@e,‏ عر 
وبالتكامل بالتجزيء ( ,€ ٠‏ ,© متجهات ثابتة) نحصل على 


1 1 سيان‎ 
e (cos + sin 0)e, + e" '(sin@-cos@)e, +c, 
2 7 1 
مثلا نجد أن‎ E . وإذا أخذنا 0< ي©‎ 


x 26 4 [(cos@+sin 0)e, +(sin @ - cos@)e, |‏ 
والذي يمكن ڪتابته على الصورة (متطابقات مثلثية): 


زفق 


r 
نحصل على‎ e وبوضصع‎ 
و للد‎ : 
اك‎ [cos Pe, +sin Qe, ] 


وهي معادلة الحلزون اللوغاريتمي .Logarithmic Spiral‏ 


نمارين") 


(1) أوجد انى تمعاومية معادلاتة الطبيعية (الذأئية) الآتية: 
=cOSs,T =sins‏ ع/ 


خنن الشتروفل الانقن 1 


8 شك 


2ہ 0 2/. 


حيث / الانحناءء 7 اللي» ,2,,/,, 7 الثلاثي المتعامد عند 0 = 5. 


1 = )-1,0,0( - (0,1,1) 


(إرشاد: عوض عن ۸ء 2 2 معادلات فرينيه وتكامل الطرفين بالنسبة إلى 5 
واستخدام الطرق المعروفة 2 حل نظام من المعادلات الخطية التفاضلية المتجانسة). 


(۲) أوجد المنحنى الذي معادلاته الذاتية هي: 





k= ,T=0,s <0 


das +b 
.))0.1( (إرشاد : اتبع نفس خطوات المثال‎ 


(؟) إذا كان العمود الأساسي لمنحنى معطى كدالة اتجاهية 2 بارامتر طول القوس 
أي أن (7)5 = 7 أوجد المنحنى. 
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1 : dT 
وتكامل الطرفين مرتين بالنسبة‎ ۸)8 (=7 )١ (= (إرشاد: استخدم العلاقة‎ 
0 





إلى 5). 


(4) إذا كان العمود الثانوي لمنحنى معطى كدالة اتجاهية ب بارامتر طول القوس أي 


(إرشاد: استخدم العلاقة ۸7 7= ۸^۸ '5-7 والتكامل للطرفين). 


س( ا 


(0) أوجد المعادلات الذاتية للمنحنيات التي وردت 2 كل أمثلة الباب الرابع. 
(1) أوجد المعادلات الذاتية للمميز الكروي (6)7» (7)©: (6)0 لمنحنى فراغ €. 
(۷) بين أن المعادلات الذاتية للمميز الكروي (6)7. (6)۸. (6)0 لمنحنى فراغ ) 
تعتمد على المعادلات الذاتية للمنحنى €. 
(إرشاد: ارجع إلى الباب الخامس تجد الانحناءات )ور و ۸ دوال ‏ كل من 
آ, ۸ وكذلك بالنسبة لللي 232:2 ). 


(۸) أوجد المعادلات الذاتية لكل من المنحنى الناشر والمنتشر لمنحنى فراغ وبين علاقتها 
بالمعادلات الذاتية للمنحنى الأصلي. 
معلومات المنحنى الأصلي). 

(9) أوجد العلاقة بين المعادلات الذاتية لزوج منحنيات برتراند. 
(إرشاد: انظر الباب الخامس تجد العلاقات مباشرة). 

)3١(‏ أوجد العلاقة بين المعادلات الذاتية لمنحنى المحل البندسي لمراكز كرة الانحناء 


والمعادلات الذاتية للمنحنى الأصلي. 
(إرشاد: ارجع الى الباب الخامس تحد العلافات مياشرة). 


الجزء الثالث(الهندسة الذاتية والخارجية للسطوح في الفراغ الثلاثي ) 
الباب السابع 
السطح المنتظم في الفراغ الثلاثي 


Regular Surface 

يعتبر هذا الباب تطبيق على الدالة الاتجاهية 4 متغيرين وفيه نقدم تعريف 
الط اا سن حال الشمغيلات نة وحضوضا الل المازمترى والدالة 
الضمنية وصورة مونج. ونتعرض لمفهوم الانتظام وتوجيه السطح والتعرف على النقاط 
الشاذة عليه. ونقدم تعريف الغطاء البارامتري والخطوط على السطح وكذلك حساب 
حقل متجه الوحدة العمودي على السطح والمستوى المماس له عند أي نقطة منتظمة. 
٠١ (‏ ) مقدمة ( بديهيات عن السطوح ): Intuition Surfaces‏ 

4 الحياة اليومية نرى سطوح كثيرة مثل البالونات والأنابيب وأكواب الشاي 
والأغشية الرقيقة مثل فقاعات الصابون والتي تمثل نماذج فيزيائية ولدراسة هندسة هذه 
السطوح تحتاج إلى إحداثيات لعمل الحسابات اللازمة. هذه السطوح موجودة 4 الفراغ 
الثلاثي لكن لا يمكن أن نفكر بأنها ثلاثية البعد. على سبيل المثال إذا قطعنا 
أسطوانة مقطع طولي فإنه يمكن فردها أو بسطها 11121011 لتصبح قطعة مستوية ]118 
على سطح مكتب. هذا يوضح أن هذه السطوح ثائية البعد بالوراثة 1٣1٤۲۴٣٤1‏ ولہذا 
يجب وصفها بإحداثيين. هذا يعطينا الانطباع الأول عن كيفية الوصف البندسي 
للسطوح. بالتحديد نحاول فرد 501680 قطعة من المستوى حول سطح ويتطلب ذلك 
تمدد 5]16101111185 (بلا إنقطاع) ولي (ضغط 5011662118 أو إنحناء (bending‏ 
8 بدون لصق 811111186 أو تمزيق 162311118 وهذا يوضح كيف تظهر منحنيات 

السطح ب4 الفراغ. هذا الفرد يقدم إحداثيات لعمل حساب التفاضل والتكامل على 

السطح. حساب التفاضل على السطح يمكننا من الوصف البندسي للسطح مثل حساب 
التفاضل الخاص بصيغ فرينيه بالنسبة للمنحنى. 


E مسي‎ 


السطح المنتظم 51111266 168111315 يمكن الحصول عليه منن تشور 
58 قطع من الورق المستوية وترتيبها بطريقة ما بحيث الشكل الناتج يكون 
خالي من النقاط الحادة 17201106 50312 أو الأنياب 011505 أو الأحرف المدببة 
edges‏ اcuspida‏ أو التقاطعات الذاتية (السطح يقطع نفسه) 1216156611015 self‏ 
وبالتالي يمكن التحدث عن المستوى المماس عند نقاط الشكل. 

وبالتالي يمكن القول أن السطح 2 الفراغ الثلاثي الإقليدي “18 وهو مجموعة 
جزئية من 18 (بمعنى تجمع خاص من النقاط) وبالطبع ليست كل المجموعات 
الجزئية تكون سطوح وبالتأكيد نعني سطوح ملساء 51200111 وثاثية البعد. 

ونوضح ذلك من خلال سطوح تبدو محلياً مثل ورقة ثنائية البعد مطوية 
twisted sheet‏ كما هو موضح من خلال الأشكال (۱۷)ء (۲.۷)ء (/50). .)٤۷(‏ 


r 


كنكل ( 0 مجموعة جزقية 


شكل : مجموعة جزئية ة ليست سطح 


ظ 3 


شڪل :)N(‏ مجموعة جزئية ليست سطح 
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شڪل (EN)‏ مجموعة جزئية ليست سطح 


نلاحظ أن شكل (۲.۷) لا يمثل سطح بسبب خط التقاطع £ ولكن نفس الشكل بعد 
حذف خط التقاطع يصبح سطح. كذلك بے شكل (/11) الشكل لا يمثل سطح بسبب 
الخط 0 الواصل بين رؤوس المخروطين. و شكل (17) نرى أن الشكل ليس سطح 
بسبب رأس المخروط (ناب) أي أن المخروط بدون رأسه يصبح سطح. 
ملاحظة ( ٠١‏ ): 

المنحنى المنتظم يعني وجود متجه مماس غير صفري وبالنسبة للسطوح يعني 


وجود مستوى مماس معرف تعريف جيد 1/611-0611060. 


م00 





بديهياً السطوح 4 الفراغ الثلاثي تكون ثنائية البعد ونستطيع أن تمثلها 
بارامترياً ومنغ parametric‏ بمتغيرين ونوضح ذلك ة شكل (00). 


شڪل (0۷) 





ا كيت ن کو مق بأرامتريا مكل ا 


شكل (1۷) 


فا شف ا تافنق فت الكو ينك فيا باز هكر ا مع اسف 
بطريقة حسنة 11٥081¥‏ حيث المشكلة تظهر عند النقطة م كما هو موضح 4 شكل 


(VV) 


و ظ 


1 q0 





قد توجد منطقة تقاطع 7 )0۷8۲13P(‏ بين تمثيلات بارامترية مختلفة. كما هو موضح 
بالشكل (۹۷). 





سل 


شكل (۹۷) 

و2 ختام هذه المقدمة نعطي الملاحظات الآتية: 
ملاحظة ( ۲۷ ): 

املع هر فة جر نيه عنتما القرا لهات باز خرن من ندل 
تارعقرو معيو« نك ها سمت ی انكر لحز مقط كن اس 
ملاحظة ( ۲١۷‏ ): 

كافك لرار امتركة مدخ السك از مقاط دل N EE‏ الأ رشني ماد 
الاتحاد السوفيتي سابقا قد يوجد ل خريطة (تمثيل بارامتري) أسيا وكذلك 2# خريطة 
أوروبا. 
تعريف ( ٠١١‏ ): 

الخاصية البندسية هي خاصية لا تعتمد على الإطار الإحداثي الثابت للفراغ 
الإقليدي 147 كما أنها مستقلة تماما عن التمثيلات البارامترية أي أنها خاصية لاتغيريه 


3 „Invariant 


ظ 


ملاحظة ( 6۷ ): 
حل ما عرضناه ے4 هذه المقدمة كتب بطريقة مختصرة وسوف نجعله أكثر 
كه رکا كا ماق خلا اناف 


The Concept of the Surfaces : السطوح‎ gin (۲.۷ ) 

نفرض أن 2 جزء من مستوى ما وأن '(/ المنطقة الموجودة داخل دائرة ما والتي 
تسمى قرص مفتوح )ءال 00611 أي أن 

10-1 عر اعر)‎ GE PEG ta 

إذا كانت (1/ صورة للقرص المفتوح '(1 بواسطة راسم توبولوجي فإن 0 تسمى منطقة 
بسيطة 1681011 لإ1612611]81»© أي أن (1 منطقة بسيطة إذا كان وكان فقط 
('(1) ع (1 حيث/ راسم توبولوجي (رراسم تناظر أحادي وأن ' كر / دوال 
متصلة بمفهوم التوبولوجي). 2 هذه الحالة يقال أن (/ تكافئ '(/ تكافز 


هوميومورفيك كما هو موضح © شكل .)٠١(‏ 


Jy 1 J R 


شكل (۱۰.۷) 


نفرض أن € منحنى بسيط مغلق 2 المستوى. من نظرية جوردان 21116017 0102/2 


نجد أن € يقسم المستوى إلى جزئين» أحد هذه الأجزاء محدود 110116 والآخر غير 


2 لكا 


محدود infinite‏ والجزء المحدود 4 هذه الحالة يمكن اعتباره صورة قرص مفتوح 
بواسطة راسم توبولوجي. 
مثال(1.7): 

المناطق الموجودة داخل كل من المربع والمستطيل والقطع المكافئ هي مناطق 
بسيطة. 


تعريف "١7‏ ): 
مجموعة النقط © بے الفراغ * ٤‏ تسمى بالسطح الأولي 5111866 elementary‏ 
إذا كانت محددة لمنطقة بسيطة 2 4 مستوى ما بواسطة راسم توبولوجي أي أن © 
سطح أولي إذا كان وكان فقط ( (1) 6-7 حيث / راسم توبولوجي. 
نفرض أن 1,1 هي الإحداثيات الكارتيزية لأي نقطة ب المنقطة (/ وأن 
ر ند,! × هي إحداثيات النقطة المناظرة لبا على السطح البسيط. الإحداثيات 
× ×" × لنقط السطح البسيط هي دوال ب2 إحداثيات نقط المنطقة / أي أن 
(u)‏ رارح “عد لت أله رع “عد خلا ل دان 
هذا النظام من المعادلات يسمى بمعادلات السطح © ب الصورة البارامترية وهذه 
المعادلات تكافئ الصورة الاتجاهية 


r = r(u',1*)=(x ا عدرلا‎ ),x ° 1,47 (( (7.1( 





شكل (۱۱۷) 





١‏ اة لاص 


حيث الدالة الاتجاهية (⁄4, ۲)1 = ١‏ وحيدة القيمة 172110160 عاع” 1ك والإحداثيات 
البارامترية 4,4 تسمى بالإحداثيات المنحنية curvilinear coordinates‏ وعند 
تثبيت 4 أو 1 فإننا نحصل على منحنى يقع على السطح. هذه المنحنيات تسمى 
بمنحنيات الإحداثيات. 
تعريف ( 3027 ): 

المجموعة © من نقط الفراغ E‏ تسمى بالسطح البسيط simple surface‏ 
إذا كانت هذه المجموعة مترابطة 00121266160 وكل نقطة © © × تقع داخل منطقة 
مجاورة من © بحيث أن المنطقة المجاورة تكون سطح أولي. 

ويمكن أن نرى أن مجموعة السطوح الأولية هي مجموعة جزئية من مجموعة 
السطوح البسيطة ومثال على ذلك 
مثال 77 ): 

الكرة هي سطح بسيط وليس سطح أولي. 
تعريف ( ٠)٤۷‏ 

السطح البسيط يقال أنه متكامل 00171616 إذا كانت نقطة النهاية لآي 
متتابعة تقاربيه من النقط التي على السطح هي أيضاً نقطة على السطح. 
مثال 3١7‏ ): 

سطح الكرة ومجسم القطع المكافئ 26185001010 سطوح متكاملة ولڪن 
الجزء الكروي 0311 02611 (دون المحيط) ليس سطح متكامل. 
تعريف ( ۵۷ ): 

إذا كان السطح البسيط المتكامل محدود فإن السطح يسمى بالسطح المغلق 
.closed‏ 
مثال 2.7 ): 

سطح الكرة وسطح فارب النجاة 101115 سطوح مغلقة. 


سي لاس 


تعريف ( ٦.۷‏ ): 
المنطقة المجاورة للنقطة × على السطح © هي الجزء المشترك بين © وأي 
منطقة مجاورة للنقطة × # الفراغ * £. ولبذا فإن كل نقطة على السطح البسيط لبا 

منطقة مجاورة من هذا السطح عبارة عن سطح أولي. 
وبالتالي فإنه عند ذكر المنطقة المجاورة لنقطة ما على السطح البسيط نعني بها سطح 
أولي مجاور لبذه النقطة. 

تعريف 707 ): 

لوف 6 نان قط اقرا تسبي بالسطع الجاة ا5انت هى مور 
لسطح بسيط بواسطة راسم توبولوجي محلي 2 الفراغ ” ٤‏ . 

تعريف 2.7١‏ ): 
يقال أن الرواسم 1,2= أ, © ج- إن : ر تعرف نفس السطح العام © 
إذا وجد تناظر أحادي بين نقط ,6 ؛ © بحيث آن صور النقط المتناظرة لبذين 

السطحين تنطبق على السطح © » حيث ,6 سطوح بسيطة. 

نفرض أن السطح العام © معطى بواسطة راسم توبولوجي محلي © جل 6 : / 
حيث © سطح بسيط. ْ هذه الحالة تكون المنطقة المجاورة للنقطة (×) / على 
السطح العام © هي صورة لمنطقة مجاورة للنقطة × على السطح © بواسطة 
الراسم ر 

بما أن ر راسم توبولوجي ے المنطقة المجاورة للنقطة 2 فإن () f‏ لبا منطقة مجاورة 
على © عبارة عن سطح آولي. 

Regular Surface : السطح المنتظم‎ ) ۲۷ ( 

تعریف (۹-۷): 
السطح © يقال آنه سطح منتظم (قابل للتفاضل ۸ من المرات) إذا كان كل 

نقطة من نقطاه لہا منطقة مجاورة تسمح بتمثيل بارامتري منتظم على الصورة: 


(7.2) 1,2= 6نزة1,2,3- (u )=x' (u4),‏ اعد x'‏ 
حيث × دوال منتظمة (دوال منتظمة وقابلة للتفاضل ۸ من المرات) معرفة 4 منطقة 
17 ح D‏ من المستوى 4¥. 

فتكلا الل الباراكرق للدم هد 


أو 
حيث 1,2- ين r=r(u“),‏ 
أو ما يكافئ 
x =x (u*),i -1,2,3:0 -2‏ 
ويتتستخدم د معالجقن] لنظرينة السطوع اسلوب ايتشتين الاختزاني الجم ين 
Einstein's summation convention‏ المشار إليه 2 الباب الأول. 
ولذلك نعتبر مجموعتين من الرموز الترقيمية أحدهما لاتينية / ولأ ومداها هو 1,2,3 
ON E ST‏ هو 2 1 توضيها لذناك تصن الأيف الثم 
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2 


a'b, =a'b, +a’ b, +a b, , A,B =4,B' +4 ,,B` 
A,B“ - هركم‎ ١١ + 4 قر + 7 قر‎ 2! +A»B” 
:) ٠١ ( نظرية‎ 
2 إذا كانت 1,2,3= 4',4”(,1) أ ×=(“/) ' ×= ' +« هي دوال منتظمة‎ 
المنطقة (/ من المستوى 1/145 والتي تحقق أن المصفوفة الجاكوبية‎ 
2 2 0 


6) 2 0 


1 
3 


2 ا 
2 * 220 
لہا المرتبة 2 عند كل نقطة ( © (”/⁄,'⁄) فإن المعادلات (7.2) تعين سطح ما © هو 
صورة لسطح بسيط (/ بواستطة راسم توبولوجي محلي والذي يحدد للنقطة 
ع (⁄,'4) نقطة ج الفراغ إحداثياتها تعطى بالمعادلات (7.2). 


0ك 


البرهان: 
وجاك هوه انصرية ججاون :زات او الرايسة 
)eocE‏ 2 أن) م ع مرجت ورج ( f uu?‏ 
راسم أحادي (متباين) محلي. نفرض على العكس أن الراسم غير أحادي ولذلك توجد 
النقطة 247 ماسحية انط النقطة العازوة لان والشكيرة متهرا کا يوك 
اختيار النقطتين 2 €(” س ' >(“ 2(,)0/,')-(*4) والتي تحقق المعادلات 
2 - :1,2,3 ع *)=0,i‏ جم x' (u )-x'‏ 
أو ما يكافئ 
”)=0,i 3‏ برام x' (u'1? )—x'‏ 
ولڪن 
x ' ("^ (‏ )1( اعرد( x (uu )-x (vv?‏ 
(2 ماسم عد ل +x (u‏ 
2-0 بن ل ) عد( مح (x), (+ u‏ بد (u‏ = 


(وذلك باستخدام مفكوك تيلور ے2 منطقة الجوار المباشر من الرتبة الأول). 


أي يكون لدينا نظام المعادلات الخطية (# المجاهيل !<- "1 ۷- 42) المتجانسة 
الآتية: 
(u? -v ° )x j (u1 ,0' ) + (u! -v x (A, )=0,i 1,2,3 (7.4)‏ 
0 
5 2= ,س x=‏ 
du“‏ 


نفرض أن ر u‏ ب أي لا E‏ الصفر 2 آن واحد ومن المعادلات (7.4) 
يكون للمصفوفة (أنظر حل المعادلات الخطية المتجانسة 4 الجبر الخطي) 


x (Av) x}(',0') 
x 7(4») x2 (",0”) 00.5) 
500 ا‎ 

مرتبة 168121 أقل من 2» أي أن جميع محددات الرتبة الثانية تنعدم 2 القيمة ومن 


استمرار الدوال ,× ينتج أن جميع محددات الرتبة الثانية للمصفوفة 


1 1 
XxX X2 
2 2 
XxX X2 
3 3 
XxX X2 


تنعدم عند النقطة )° ر أي أن مرتبة هذه المصفوفة تقل عن العدد 2 وحيث آن 
المصفوفة (7.5) هي المصفوفة البديلة ۲3150088 للمصفوفة (7.3) ولذلك نكون 


توبولوجي. 
نظرية 0 ): 
نظام المعادلات (7.2) يمثل سطحاً ب الفراغ إذا كان وكان فقط مرتبة 
لصوف 0 سارف 2 
البرهان: 


المصفوفة الجاكوبية تعطى من (7.3) ولذلك نعتبر الحالات الآتية: 
)1( مرتية المصفوفة (7.3) تساوي ا و2 هذه الحالة لابد وأن تنعدم جميع عناصر 
المصفوفة. 


E OS لان‎ 
Cu“ 


وبالتالي يكون .00151 = “24 = '× ولذلك المجموعة (7.2) تمثل نقطة ثابتة 
(©ه, *ه,أه) - ('<) ے الفراغ E”‏ . 


س( 0ك 


المندسة التفاضلية 


(11) مرتبة المصفوفة (7.3) تساوي 2.1 هذه الحالة توجد 3-1 = 2 من العلاقات 
التي تربط الدوال الإحداثية ' × وتكون خالية تماما من #7,') 
أي توجد العلاقات 
x)= 0 (x, ° (=0‏ ب f(x ١‏ 
التي تمثل معأ منحنى بك الفراغ آي أن المعادلات (7.2) تمثل منحنى فر اغي وليست 
E‏ 
(111) مرتبة المضفوفة (7.3) تساوي 2 وعليه يجب أن ترتبط الدوال ' × بعلاقة واحدة 
e a 1 0‏ ا لك 3 
f )× J=f (x xX ,X )‏ وهذه تمثل سطحا يك الفراغ أي أن مجموعة 
المعادلات (7.2) تمثل سطحاً ج الفراغ: وك هذه الحالة تسمى المعادلات (7.2) 
التمثيل البارامتري للسطح ويعطى بالمعادلة الاتجاهية 
r'1” )=r(u“)=(x' (4“))‏ 
(x (u7) ,x (1,17 ),x ° (1,1 )) (7.6)‏ = 
إذا كانت الدالة الاتجاهية (7.6) لبا مشتقات جزثية متصلة لأي رتبة بالإضافة إلى 
0 2٤ہ‏ حيث 
Or‏ 
Ea‏ 
Ou‏ 
فان التمثيل البارامتري (7.2) أو (7.6) يسمى تمثيل بارامتري منتظم. 
باختيار مناسب لمحاور الإحداثيات ” ×,” ×,' × فإن بعض السطوح تسمح بتمثيل 
بارامتري للسطح الكلي على الصورة: 
(7.8( ( “ب ') ع م = ”,= اجر 
حي ( 2 دذالة معرفة ف المنطقة 2 هن المستوى 140 


,4 2 (7.7 


معادلات هذا السطح يمكن كتابتها 2 الصورة الخقوتوؤين ( ر بد 
وتسمى صورة مونج ۴0۲۳ 110118 للسطح كما هو موضح ے2 شكل .)۱۲١۷(‏ 





شكل (۱۲۷). 


القاظر بان قط السطح /1 ونقط المنظقة: 2 من المسترئ #٠‏ تحصل عليه عن 
طرق راسم الإستقاط 7 واا خوط مشي توان حور اد ادلات 
البارامترية (7.8) 2 هذه الحالة تأخذ الشكل 

(u, f ("4 )) (7.9)‏ = خلا نمام 


:)٠۰١۷( تمریف‎ 

رف افطع يانه اليل امن للنقطة 2ع( و ا ال 
تتحرك ب2 الفراغ بحيث أن الإحداثيات ' × تحقق المعادلة الضمنية 

F(x ',x*,x*)=0 )7.10( 


وتسم هذه العاذلة بالضيقة الضمتية اها 616 اما للسطع 2 لفغ E‏ 


للج داه 


مثال ( “امه ): 
إذا كانت 0=( ×,” ×" ٨)»‏ علاقة خطية 2 المتفيرات ” ×,” *,! ا على 
الصورة 0= ره + ' ×4 فإن السطح يسمى سطح المستوى 2 الفراغ حيث العمودي 
اها 


عليه له الاتجاه ( ,4) ك و لجعو ا ع ون ت الان ارف 3 5 
0 
مثال(7.”): 

إذا كانت المعادلة 0 =( ×2 5 ص لمرو لد اي 
"لوكت SENE COE RE‏ ع ANNES‏ 


04 x نر‎ +24 ` + 2 ˆ + 20 3 +, = 0,a, =a, 


فإن السطح يسمى بسطح الدرجة الثانية S14٥8‏ 0113013112 2# الفراغ مثل سطح 
الكرة ومجسم القطع الناقص ومجسم المخروط ومجسم القطع المكافئ وهكذا... 
نظرية 07" ): 

تقرط اور ) ل رزالة'متتظي: :ف اترات 2 11 عة تقاط 
الفراغ التي تحقق F(x yx ,x*)=0‏ و (EM‏ و «, / *) نقطة عندها 
يتحقق 20 ( /1) = ۷۴ حيث - (/ وبالتالي النقطة (2 × م*) لها منطقة 


مجاورة بحيث كل نقاط 1/4 التابعة لبا تكون سطح أولي. 
البرهان: 
OF‏ 


فزن مكلذ أنه طده: ا 7 ) يڪون 0 8 حرط . ومن 


2 1 OF 
۶ )x':٭*(. نظرية الدوال الضمنية توجد الأعداد 2-7 ۶ والدالة المنتظمة‎ 
xX 


المعرفة 2 المنطقة 1,2- 0,  |>0‏ ×- “ ×| بحيث أن جميع النقط تحقق المعادلة 
0=( ,”× ×) ۴ وهذه النقط تقع داخل المنطقة (متوازي السطوح): 


اسه اتناصلية ) 


E “برد بورد يوك‎ OE Ro, 
إذاً السطح الأولي يعطى بالمعادلة‎ 
x =f (xx ),|x* - x | > ب بق‎ 2 
وهذا يكمل برهان النظرية.‎ 
ملاحظة ( 0.۷ ): ش‎ 
البرهان السابق اعتبرنا السطح ممثل بالمعادلة الضمنية‎ 2 
F(x ,x*,x*)=0 
F:M cR جب‎ 8 
F(x',x,x)=0eF(M ) 


فإن (0)' ۴ هي سطح منتظم 2 R‏ كما هو موضح 4 شڪل .)1١17(‏ 





شكل (۱۲۸۷) 


( 5.7 ) تمثيل بارامتري خاص للسطح: 
Special Parameterization of a Surface‏ 
السطح المنتظم © يسمح لعدد لانهائي من التمثيلات البارامترية 2 المنطقة 
المجاورة لكل من نقاط هذا السطح. نفرض أن (7.2) هو تمثيل بارامتري ما للسطح 2 
المنطقة المجاورة للنقطة (ّلة, (ل) ۶=( :)2 وإذا كانت ,(“ نار/ 
2- 2,0 ,1 - / هي دوال تحقق الشروط 
Off)‏ 
lV 2‏ 0 / 
6-2 ,ين ,0ع( خعلت) Det‏ ,) مار u =f‏ 
)° . 
عند النقطة ( 7 1,۷ 7).. فإن المعادلات 
x (fv fav 277 =1,2,3‏ = 1 
تخد فمل كار امترق متشظم للسطع: أن أن ادف 7 ار رك 1ن راسم 
توبولوجي من المنطقة 7 الصغيرة صغراً كافيا والمجاورة للنقطة ( او ) ل المستوى 
E N UE IY‏ /ذ) ذه المشترى 24 كما هو موضح 
لذ شكل (۱۲۷). 
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U 


2 1 
( اہ اه 


)۱٤۸۷( شكل‎ 


ا 


نظرية ( 6۷ ): 

نفرض أن © سطح 2 الفراغ 18 يسمح بتمثيل بارامتري 

x' =x “(=× سان‎ ( 

) ,)0 
)”0'4 
2 المنطقة المجاورة للنقطة 7 من السطح E‏ ك OE A‏ كدير 
E Uk‏ 
البرهان: 

نارفا اة ن و كر وال اهكف حفط وال ای جه 
الدوال المنتظمة (” ×,'×) = “2 والتحويل العكسي (”۷,'⁄)“ ×= "× والتي 


بحفی 


2 المنطقة المجاورة للنقطة 2 وأن 0عد) )ع0 عند م .! 


Ox ,x*) (uu?) 1 0 
0u”) 0(x',x ^) 


حيث / مصفوفة الوحدة ومن الفرض وباستخدام (*) يكون 


CD‏ سكن 
,x× ٣ (‏ )0 (22, 200 


وبالتالى يمكن إدخال البارامترات * بر" ۷ وفقا للعلاقات 


Det ( J)#£0 


u 4*1), 2‏ 
ومنها نحصل على المعادلات 
((2 سا 0 7( SVR E SS UG‏ 
أو الصورة المكافثة (صورة مونج) (* ×,'×) “رح ” × وهذا يكمل البرهان. 
ملاحظة ( 1.۷ ): 
النظرية (/41) تعطي شروط وجود تمثيل مونج للسطح المنتظم. 


الاح ا 


نظرية (7.ه ): 
نفرض أن © سطح منتظم وأن (“⁄) ×= × تمثيل بارامتري منتظم عليه 


0;a,8 =1,2 (7.11)‏ * (وي 4( Det‏ ,0= “لك ( „gu ,u”‏ أ 
رة ف نطف معتاورة للتقهلة ( ا 07خ( 0 تة السطح © يسمح بتمثيل 
بارامتري بحيث أن منحنيات الإحداثيات “1 هي منحنيات تكاملية للمعادلات 

(7.11) 2 المنطقة المجاورة لبذه النقطة. 
البرهان: 
كي لا نفقد الحالة العامة نفرض أن / ± »,0 ع وى 4 
وليكن ( !:,! () ,كر “2 هو حل للمعادلة التفاضلية الأولى ب2 (7.11) والذي يحقق 
بد زان !نه u” =f‏ 


نفرض كذلك 2 ”)ر =f‏ ول ا التفاضلية الثانية 2 (7.11) والذي 





يحمق 
EY‏ 2 
0 ۵ 
بما أن يوك ا 2ل AE‏ 
0v 4‏ 
إذا المعادلات 


2 2 2 1 أ 1 2 
)=v‏ 47 مار =f‏ انار( ولا u =f‏ 
قابلة للحل 2 أ« ”۷ 2 المنطقة المجاوزة للنقطة (41,⁄7) وأن الحل يأخذ الصورة 
(u'1), = 1,2‏ ° برد كبر 


بما أن .]2025 = (”⁄,'/)' ۷ هو تكامل المعادلة الأولى ب2 (7.11) فإن المعادلة 


۳ 


۰ ْ اقدسة اتفاضلية | 





2 
0= ”ر4 + "ل4 تتناسب مع المعادلة 0 = < ® رو ساون 
du du‏ 
ومنها يجب أن يتحقق (شرط التناسب هو شرط حذف */اك, 'ا) 
A4‏ 41 
e‏ 
du du?‏ 
با لمٿل يڪون 
422 درك 
م ا 
du Qu‏ 
فإذا رضنا أن 0 ال 0 فإن 0=( ر 4) 261 وهذا مستحيل. 
2 
و 
إذا لابد أن يڪون ۶0( ا Pe)‏ ومنها يحون (”47, wv)"‏ (”4, )ةن 


تمثيل بارامترى على السطح وأن منحنيات الإحداثيات .0251© ےا ۷ 


.051 = * ۷ هي منحنيات تكاملية وهذا يكمل برهان النظرية. 
ملاحظة ( 7١‏ ): 
وان فو الا تسن على تة الوالنة ا وتظرينة ا 
العكسية (2 الباب الثاني). 


( 0.۷ ) الاتجاهات على السطح : on the Surface‏ 0 
فر سطع 8-137 فر معطى باتمادلة ال = SEFO)‏ 
( ×× *) - ,م نقطة عليه يمر بها منحنى ((5) ' <) > ( 5) 7: 56 المنحنى 

واقع على السطح 1 . المماس ى[ لبذا المنحنى عند ,27 هو المتجه 


ضع 


dr dx dx' dx” dx 
N O )7.12( 
:) ١1١7 تعریف‎ 
ی ماين ی ی واف عاق ا كك اق ا عليه ااه على‎ ` 
)١9:/( السطح. فمثلاً المماس ,1 هو اتجاهاً على السطح كما هو موضح  شكل‎ 





)١61( شكل‎ 


شرط وقوع المنحنى € على السطح ۸1 هو أن جميع نقط المنحنى € تحقق المتطابقة 
F(x '(s), x *(s), x (s)) =0 )7.13(‏ 
بالتفاضل بالنسبة إلى 8 نحصل على ( 0= 4۴ ) 


OF de! ليه عق‎ oF لع‎ 
ûx' ds êûx” ds ûx? ds 


هذه العلاقة تصح عند جميع نقط المنحنى € على السطح 14 وبالأخص أيضا عند 
النقطة ,2 آي أن 


ل ب ا 


@aF اعم‎ OF. dx? OF dx 
ام‎ ( El + ( i (r E (3, م(‎ =0 
£] لنعتبر المتجه‎ 
=) CT, ج ج‎ 0) )7.14( 





أي أن £ عمودي على ,1 ونلاحظ أن المتجه ,ل من تعريفة يعتمد فقط على السطح 
وعلى النقطة ,2. 2 حين أن ,1 يعتمد على السطح والنقطة رم والمنحنى €. . 
ونعبر عن العمودي على السطح عن طريق التدرج أو الانحدار للدالة القياسية ٣‏ حيث 
>=<(VF),,T, >=0 (7.15)‏ و كوط >. م( 371) د را 
فإذا ما تصورنا جميع المنحنيات الواقعة على السطح 1 والمارة بالنقطة ,م فإن جميع 
مماساتها عند ,م تتعامد مع نفس المتجه 1 وعليه فإن جميع الخطوط المماسية 
للسطح من أي نقطة عليه ,م تقع جميعها #ّمستوى واحد يسمى بالمستوى المماس 
للسطح 24 عند ر ويرمز له بالرمز 34 7. المتجه ب العمودي على جميع الخطوط 
الماشية عت النعظة رم تسم الحتووق على الننظه! إذا معادلة المستوئ اا ع 
عند النقطة ( × ×,×),0 هي 


EWE خع ردك‎ e, (y' -x(( =0 )7.16( 


حيث ,ر × هما متجه الموضع لنقطة عامة على المستوى المماس ونقطة التماس ,/ 
على الترتيب. 
معادلة خط العمودي على السطح عند النقطة ,2 هي (حيث ( ' /[) نقطة على الخط). 


3 3 2ے 2ر 1 1 
(7.17( دسل 5 كد 5 سكمير 








: 2 مم 
x Pa ( 2 ) Pn ( 4 2‏ م ( 











مثال .7 ): 
أثبت أن | لمستوى المماس للسطح *0 = ×” × × عند أي نقطة عليه يكون مع 
مستويات الإحداثيات هرم ثلاثي ثابت الحجم. 


2-55-5555 


الحل: 
نضع معادلة السطح # الصورة الضمنية 


30م ةراعد وزع رار 


تعر ( 3/7 2)83 نقظة غلى اطخ أف أ EK =a‏ 
نسب اتجاه العمودي على السطح عند هذه النقطة هي 

OF 
ax 
. )۷۳ (, وهي مركبات المتجه‎ 
إا ا الماش عد ور كى هن( 0-16 18(0) وتالكن انو‎ 


OF 2 3 OF 3 
ا‎ = XX ,) رحج‎ N 


a TAS 
0× 0x J, 2 ل‎ ( ) 


OF 


-x (x +) -X x x + (y ° -* 7 )* x7 =0‏ ' ر( 
أو 

xj‏ ع3 = عدا عر برج (x+y xx‏ عدا مز 
a‏ عل للستي 
وبالقسمة على 7م ××3 نحصل على 


5 
0 


ا ل ا 
م E‏ 
وتكون الأطوال التي يقطعها المستوى من محاور الإحداثيات هي E‏ يه 
وعليه فإن حجم البرم (هرم ثلاثي قاتم كل أوجهه مثلثات قائمة وحجمه يساوي 
مسباجة القاعدة نف الارتفاع) هو 





ا 


ابو ر 
و | 
27 
ل a E.‏ 
2 6 


ظ 6 


هسه اسان 


( 1.۷ )الخطوط البارامترية على السطح Parametric Lines  :‏ 

لوطا 3 اترا منظى بالسكيل البارامتري (7,2) لتعطي الاق لحن 
البإرامترات وليكن قيمة ثابتة ولتكن ا فنحصل على (#27, !)2 - ١‏ أو ما 
اة 


N SUMTER 23 )7.19( 


أي 1,2,3= 1 ,(”⁄) ,ع = '× حيث ,€ دوال معرفة ومتصلة وتفاضلية من تعريف 

الدوال ' * وهذا هوك الواقع التمثيل البارامتري لمنحنى ب4 الفراغ حصلنا عليه من 

التمثيل البارامتري للسطح (“/⁄) ' ×= أ × وذلك بتثبيت أحد البارامترات وليكن '): 

لذأ هذا المتختن يقع على السطح وخلاصة القول 1= ١‏ تغرف متحتى فراغ واقع على 

السطح يسمى خط”2 البارامتري 11126 ©0318126]11- 1 وبإعطاء '/1 جميع القيم 
الثابتة الممكنة نحصل على جميع خطوط ”1 البارامترية على السطح. با مثل يمكن 

الحصول على خط "ا البارامتري 1118 08181261716- '): وكذلك عائلة خطوط '/؛ 

البارامترية على السطح كما هو موضح 4 شكل .)١117/(‏ 

وخ ان لاط بن تفط السطلح و زواج كه( ر 0 هو تفاظر احادي إداامن اليل 

أن ثتبين الخصائص الآتية للخطوط البارامترية (الإحداثية) على السطح كما هو 

موضح 1 شکل 117 

(1) أي خطين بارامترين من نفس النوع لا يمكن أن يتقاطعاء لأنه مثلاً لو تقاطع 
الخطان ,ك = لاو ,نه = أ1 ,ره ۶ © 2 نقطة فمعنى ذلك أن '1 عند هذه 
النقطة لبا أكثر من قيمة واحدة (على الأقل قيمتان ر“ , |0 ) وهذا لا يحدث حيث 
أن ر تناظر أحادي. 

(11) أي خطين بارامترين من نوعين مختلفين لابد وأن يتقاطغا 4 نقطة واحدة فقط. 
فمثلاً الخطان 2ح 22 ,/- '* يتقاطعان 4 نقطة واحدة عندها ,1 تأخذ 
القيم 11,17 ولا توجد سوى هذه النقطة. 


ظ 


(111) أي نقطة على السطح لابد وأن يمر بها خطان بارامتريان من نوعين مختلفين ولا 


يمر يها سواهما. ولتوضيح ذلك» نفرض أن 7 u,‏ عند هذه النقطة تأخن القيم 
2 
0 


يمر بها ولا توجد خطوط آخرى تمر بها. 


aR Sa‏ 3 و ا ال ا ان اخ قد 
14 و#. إذا الخط ,ل1ا= 2 يمر بالتأكيد بهذه النقطة كذلك الخط ع ۷ 
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ra 












ı1 = const: r 


شكل (/111): الخطوط البارامترية على السطح 


xu) ر‎ 


( ۷.۷ ) المنحنيات على السطح : Curves on a Surface‏ 
لنعير عن كل من 78 u",‏ كدوال لمتغير ثالث ۷ أي نضع 
2- € ,( «) “1= “1 وبالتعويض 4 المعادلة الاتجاهية (7.1) للسطح نحصل على 
)7.20( )) 0 نز م r =r(u“(v)) =r (u‏ 
وبالتالي حصلنا على منحنى فراغي تمثيله البارامتري حصلنا عليه من التمثيل 
البارامتري (7.1) للسطح., أي أنه منحنى فراغي يقع على السطح مع الأخذ 2 الاعتبار 
أن 


du?‏ أرق 
(7.21) 0001 


(مصفوفة جاكوب للتحويل 1ه (27, ).هي مصفوفة صف مختلف عن الصفر). 
كحالة خاصة إذا أخذناء ثابت = 4, لاح أ نحصل عل خط 4 البارامتري. بالمثل 
إذا أخذناء ثابت= أ4 ع 1 نحصل على خط ”4 البازامتري. 

بالتفاضل بالنسبة إلى ١‏ للدالة الاتجاهية (7.20) نحصل على 





(7.22) لق + ا 
1 7 
حيتفت 2= ,= ,م E‏ 
1 ۷ 


عند النقطة ,م يكون 
dr r1 2 7 23‏ 
(L2),  ),, (7.23)‏ + ,,) 4( ,,)£( = م( 


وهذا هو الاتجاه ,7 على السطح كمماس للمنحتى (7.20) عند النقطة رم حيث 


53 8 . 1 dr 
تركيبة خطية من المتجهات :7,7 المستقلة خطيا.‎ 7, >, 
۴ 1 


ظ © 


( ۸-۷ ) المستوى المماس لسطح ممثل بارامترياً: Tangent Plane:‏ 

سيق وأن أوجدنا معادلة المستوى المماس لسطح ممثل بمعادلة ضمنية وهنا نوجد 
ماد ا رى لكات تلم عمسن رامن تارف قيقر حاار می غل 
ا 


2 5 2 2 1 
0= ,1= "1 ۰ ثابت = 7ح 1 , برع أن 


والاتجاه المناظر له على السطح ۸1 عند النقطة رم هو 


dr Or 
و(‎ 6 p, 2 برلك)‎ 


0 


بالمثل يمكن اعتبار خط ”4 البارامتري أي 


2 8 1 1 2 
2-1 ,0 -'"» وثابت = إن = أن ,۷= ”ی 


والاتجاه المناظر له على السطح عند النقطة رم هو ,,(:#). 
إذاً المعادلة (7.23) تعطي الشكل العام للاتجاه ,('7) = ,7 على السطح عند ,2 
كالاتي: 

T, = ("), (E), + (4), (F2), (7.24)‏ 
أي أن المماس ,7 لأي منحنى واقع على السطح ومار بالنقطة ,م أمكن التعبير عنه 
كعلاقة خطية من ,(,خ) .,(:*) وهما المماسان للخطيين البارامترين على السطح 
عد ضر وما لا توان الا على .و وو دداق يتدوع وف هدا الو مده 
جميع الحطوظ الماسي لجميع المتحنياك الواقعة على السطع عند ر٠‏ إذا جميع 
التفظوظ المعاسية لخطيع المتحنيات الواقعة جلى السظح عتن .ر فع يفوي واحين 
يمر بالنقطة ,7 وهو المستوى المماس e Tangent Plane‏ رم ويرمز له بالرمز 
1 ,1 كما هو موضح ے شكل (۱۷.۷). 


ييه د 


خط 1 البارامتري 





شكل «//ا١)‏ 


- (لامة ) حقل متجه العمودي على السطح : Normal Vector Fie|d‏ 
العمودي £ على السطح هو عمودي على كل من ,,(:2): ,(:2) أي أن 
,,(۸^2 ,#) يوازي £ وبذلك تكون وحدة العمودي ١‏ على السطح عند ,م على 
الصورة : 
(7.25) 


N و‎ 


7 
2 4 2 


وبذلك يكون حقل متجه الوحدة العمودي 11610 160101 unit norma]‏ على السطح 





على الصورة 
حيث N =N (u“)=N (uu),‏ 
Lı ^2 (7.26(‏ _ 
يم 2 
ملاحظة ( ۸۷ ): 


من السهل التأكد من أن ١‏ ثابت كوني (لا تغيري) 11۷4۲141١‏ بالنسبة إلى 


تحويلات الإحداثيات ذات الجاكوبي ل أكبر من الصفر. وإذا كان الجاڪوبي سالب 


اسه سي سس 


فإن 7 تغير إشارتها. بمعنى إذا تغيرت الإحداثيات البارمترية (77,') إلى الإحداثيات 
(7',77) فإن (“7) 277 - (“1) N‏ حيث £0 ل. 
مثال ( ام ): 
نفرض أن ۸ هو متجه الموضع لأي نقطة على المستوى المماس للسطح ۸1 عند 
النقطة (2/2, )م -(7/)مء المتجهات الثلاث ( 00/7 #,( ۷ -٣)⁄7(,۳,‏ ۸ تقع 
2 المستوى المماس للسطح عند النقطة (/7)1 = ص وبالتالي يكون 
-“r(u Lu (01-0 )7.27(‏ 11 ] 


وهذه هي المعادلة الاتجاهية للمستوى المماس للسطح عند النقطة ( 0)14 » كما هو 
موضح 4 شڪل .(A.V)‏ 





شكل (۱۸۷) 


مثال (لامة ): 

إذا كان السطح معطى بالمعادلات البارامترية (“/) ' ×= × فإن معادلة 
المستوى المماس للسطح عند النقطة ( )م المعطاة بالمعادلة (7.27) تصبح على 
الصورة: 


-x)4(‏ ر ال ”ر ال انا 
x47) x7) x7) |=0 (7.28)‏ 
الس x (4) XM)‏ 


j 
حي 7006 ايد‎ 
Ou 





(y )eT,(M) <x” = 


مثال ( ٠١.7‏ ): 
معادلة المستوى المماس للسطح (*×,'×)” ×= ×: 14 (2 صورة مونج) عند 
أي نقطة عليه (7* .7*./*),.م يمكن الحصول عليها وذلك باعتبار معادلات السطح 

اليارامترية على الصورة : 
=u, x 2 =1, = × )4',4(‏ ايح 
والنقطة ,2 يكون لبا الإحداثيات ((7⁄)” ×, 11 4). وبذلك فإن معادلة المستوى 
المماس (7.28) تصبح على الصورة 
5ن عد ور ا ر ا 
O 20 )7.29(‏ 0 1 
)® 1 0 
حيث (* نز, بز,' ر) أي نقطة عامة 2 المستوى المماس 7,11 عند 2 على السطح 11. 
مثال( ٠١.0‏ ): 
إذا كان السطح معطى ب2 الصورة الضمنية 0 - (* <,* ×,' ×) ۴ حيث 
0ع *(بل) + VF | =(F)? + (FE)‏ | 
وآن (“⁄) ' ×= '× هو تمثيل بارامتري أملس 512200112 كرف اسم وبالتالي. 
فإن معادلة السطح تأخذ الصورة (متطايقة 4 اليارامترات 4ي). 


 (',4”))= 0 )7.30(‏ ع با ع( سا اع F(x'(u“))=‏ 


0 


والكفراطل كدف ] الجاع اللقطلايعة A‏ "يو 117 ل عن قاض كه 
(۳)): 
Ex +Ex?+ Ex} =0, Fxl+Ex+ Ex =0 (7.31)‏ 


Fs 
E E a =1,2 چ‎ 
Ox du“ 


بحل المعادلتين (7.31) بالنسبة إلى ,۶۴ حيث 3 ,2 ,1 = وا نحصل على 





0 الف 
(7.32) ( )8 0 ( ية | 5 ( +22 | 
)2'1 )?2'4 )2'1 


ا غاد الع المات ع التعطة( م عر ك و اكد الصورة 


,x 86‏ )0 
| ردي ب را ب 
0u 1“) 6) 033)‏ 
)× ,)0 
E E‏ 
ا (u‏ الوم 
i j‏ 
شيك 0 ا 2 عتاضرة الشتفات التفاهلية النكرئية بالنيفة ال 
Ou 27‏ 


و فظى جلى الور ة: 

a a 

O تيرق لير (ع,‎ 
O(u',u”) jax’ axi 
ou ou! 


(7.34) 2 1,2,3,2- ,اء 


ملاحظة ( ۹۷ ): 
العلاقات (7.32) تعطي اتجاه خط العمودي على ان عند أ ثقنطة عليه. 


a a 2-2 





آ 


مثال(1707): 

عين المعادلات البارامترية لسطح الكرة التي مركزها نقطة الأصل ونصف 
قطرها ©. ش 
الحل: 


نفرض أن 0 هي مركز كرة نصف قطرها © يقع 4 مستوى الاستواء 
عققام equator‏ وكذلك المحورين المتعامدين أ ×0, ×0 4 مستوى الاستواء 
والمحور” 06 هو المحور المار بالقطب الشمالي /ل. نفرض أن 7 نقطة على سطح الكرة 
ومنحنى خط الطول 126110131 المار بهذه النقطة يصنع زاوية # مع خط الطول 
المتقاطع مع حور يرم ونفرض أن © هي الزاوية بين 07 ونصف القطر //0. مسقط 
النقطة بر على محور ٥×‏ وعلى المستوى الأستوائي المستوى 7م × هي M'‏ مار 
على الترتيب. كما هو واضح من شڪل (۱۹۷). 








)١١:7( شكل‎ 

یا كل تفن أن اه نت الأحدافاف النكرورة واا اقات الحري 
=oM‏ #0 دأو - ' PM‏ 

` x! =oM لوم‎ - 0516 )7.35( 


x” =oM sin¢ =asin 6 sin ¢‏ 
x = acosê‏ 
حيث 72> 22,0>60 > 8 > 0 
وإذا كانت ( )0 = 9,( )0 = م فإن النقطة 7 ترسم منحنى يقع على سطح الكرة. 
4 الحالة الخاصة 0151© = © تعطى منحنيات العرض المتوازية كع لاء 
const‏ = # تعطى خطوط الطول 11161101225. 
مثال(17.7): | 
أوجد معادلة المستوى المماس لسطح الكرة (2)” 5 التي مركزها نقطة 
الأصل ونصف قطرها ٩‏ عند النقطة (4,0,0) (هذه النقطة تناظر البارامترات 


. I 
0 2 


س 


سه تاسية ) 


الحل: 
المعادلة الاتجاهية لسطح الكرة (من (7.35)) تأخذ الشكل 


r = (asinOcos¢p,asin © sin ¢p,acos0) )7.36( 


حيث 0,6 هي الإحداثيات البارامترية على سطح الكرة. 
بتفاضل المعادلة الاتجاهية (7.36) بالنسبة إلى 0,0 نحصل على 


ro = (acosQdcosp,acosO@sin ¢,-a sin 0) 
دوم‎ (-asin@ sin¢,asin@cosp,0) 


وبالضرب الاتجاهي يكون لدينا 


ry ^L, - asin 0(asinO@cosp,asin@ sin ¢,acos0) 


ومن (7.36) نحصل على 

ro ^r, = asinOr (7.37(‏ 
معادلة المستوى المماس لسطح الكرة عند النقطة ,7 التي متجه الموضع لبأ هو ما 
تعطى من 


© عد ©,0 غ 0,0 => ع0 الأ هر( ," - (E‏ <=> ,ىر( 5 وكا(" - 2) > 


وبالقسمة على 5116© نحصل على: 
0= | يك | -< “Lol, >=<r,F,‏ 2) > 
.. معادلة المستوى المماس هي ( ٣‏ متجه الموضع لنقطة عامة على المستوى المماس). 
„x eT, S*(a)‏ ندرا ) = ”| مع|-< <LsLo‏ 
وإذا كانت (4,0,0) = ر فإن معادلة المستوى تصبح 0= #- ' × وبالمثل فإن معادلة 
المستوى المماس عند النقطة (0,2,0) هي 0= 4- ”× وهو مستوى يوازي المستوى 


1 3 
.X X 


کر 


ملاحظة ( ٠١.7‏ ): 
التمثيل السابق لسطح الكرة يستخدم كنموذج لسطح الكرة الأرضية 
والإحداثيات #, 6 تحدد موقع نقطة على سطح الكرة وتحديد الإتجاهات وفروق 
التوقيت وتوزيع درجات الحرارة وهكذا من المفاهيم الجغرافية ولذا يسمى التمثيل 

«Geographic Parameterizati0¬ الجيوغرَاك‎ 
:) 1١2.7 ( مشال‎ 

من المثال السابق يتضح أنه لا يمكن تحديد العمودي على سطح الكرة عند 
القطب الشمالي (0 -9) والقطب الجنوبي (0=7) حيث أنه 2 هذه الحالة 
يحون 0 = 717 وا (من المعادلة (7.37)) أي أن 7.7 رتسا يخظيا أو متوازيين 
وبذلك لا يمكن إيجاد المستوى المماس عند تلك النقط المذكورة. 


٠١.7‏ )النقاط الخاصة ( الشاذة أو المفردة) على السطح: 
Singular Points on a Surface‏ 
2 العرض السابق لتعريف السطح المنتظم والتمثيلات المختلفة له من خلال 
تمثيل بارامتري أو من خلال دالة اتجاهية أو من خلال معادلة ضمنية بينا أن السطح 
احق شرط عا لوخ التمثيل فمقلا: 
(i)‏ إذا كان السطح المنتظم مغرف بالدالة الاتجاهية (بازامتريا) 
1ح cR’—4M‏ 0ك 
فإنه يحقةٍ 
',x* × (‏ )0 
)*1, ")0 
آو ما يكافئ (اتجاهيا) 0 ع« R, AR,‏ 


Rank (J )= Rank ( (2 )7.38( 


هسه سمي ) 


(11) إذا كان السطح المنتظم معرف من خلال الدالة المنتظمة (الضمنية): 
2,300 عدار 
فإنه يحقق 
OF‏ 
VF =(—)#0 7.9‏ . 
(7.39) ا 
أو ما يڪافئ 


La) + ر‎ + 1 
29 


أي أنه على السطح المنتظم يجب أن يكون العمودي ر۸ ۸ ,۸ معرف عند أي 

تعريف (1707): 

النقطة 7 على السطح المنتظم يقال أنها نقطة منتظمة (عادية) ۲۴812٣‏ إذا 
كانت تحقق (7.38) أو (7.39) على حسب نوع التمثيل المناظر للسطح وخلاف ذلك 
يقال أن النقطة شاذة أو مفردة (غير عادية أوخاصة) 701116 5111811131. 

بناءً على هذا التعريف نجد أن النقطة الشاذة هي نقطة على السطح عندها 
حقل العمودي غير معرف أو بأسلوب آخر فإن الاتجاهات (المستوى المماس) غير محددة 
وهذا يكافئ أن مرتبة مصفوفة جاكوب للتحويل 

R=R(u',u”)=R(x' (4“)) 

أقل من 2 أو انحداز (تدرج) 812016124 الدالة التفاضلية 0=( '×) ۴ يساوي الصفر 
وهذا يڪافئ آ۷ ,0= 
مثال ( 10.7 ): 

بين أن النقطة (0,0) نقطة شاذة على السطح 


R(u',u”)=(('),(4*)°,((')° + (7)°)') 


الحل: 
نكون مصفوفة جاكوب للتحويل الإحداثي ( ×,” عد,! :<) ج( إن ') 
على الصورة: 
°6( + 1ى 1 ل ل 
3 0 
SY + (YY GG‏ )3(7 0 


واضح أنه عندما (0,0 )ج( ”⁄,'⁄) فإن ل تقترب من مصفوفة صفرية وبالتالي 
فإن 2 > 0 = ل ۸47۸ إذأ النقطة (0,0) نقطة شاذة على السطح كما هو موضح ك 
شحل (۲۰۷): 





مثال 1527 ): 
بين أن النقطة (0,0) نقطة شاذة على السطح ٠‏ 
,2uu”,(')°)‏ “تل - R(u',u”)=((')?‏ 
الحل: 
نكون مصفوفة جاكوب على الصورة: 


دب 21 ب 


0 2 24- 
عندما تقترب النقطة 7 من (0,0) فإن J‏ تصبح مصفوفة صفرية وبالتالي 2 > ۸)J(‏ أي 
أن النقطة (0,0) على السطح هي نقطة شاذة كما هو موضح 4 شكل 10011 2 





شكل (۲۱۷) 


مثال( ١7.7‏ ): 
بين أن كل نقاط الخط البارامتري 0 = 7 هي نقاط شاذة على السطح 
u” )=(u",(4*)”,(*)’)‏ أن ع 
الحل: 
مصفوفة جاكوب للتحويل الإحداثي ( ×,” ,)جس( ”4 ') لها 


الصورة: 
E 0 0‏ 
B7‏ 27 2-0 





عندما 0ج-22 فإن 
0 0 1 
حال 
0 0 0 
أي أن 2 > 1 = ۸)J(‏ وبالتالي فإن نقاط الخط البارامتري 0= 4 تقع على منحنى 
معادلته (نحصل عليها من معادلة السطح المعطى بوضع 0 = ”4) هي 
R(u')=(«",0,0)‏ 


وهو خط مستقيم (مكون من نقاط شاذة) واقع على السطح (يسمى حرف مديب 
edge‏ 101501031©) كما هو موضح 2 شكل (۲۲۰۷). 





شكل (۲۲۸۷) 


مثال 12.7 ): 

بين أن النقطة (0,0,0) نقطة شاذة بالنسبة للسطح 

0=( 2 2 بن 2عر-2()1ع + ر + )=( 2ر نز )1 
الحل: 

السطح معطى بمعادلة ضمنية 2 2 ,ل ,× ولكن الدالة 0 = ۴ حاصل ضرب 
دالتين إذاً كل منهما يساوي الصفر. أي أن المحل البندسي (السطح) ممثل من الكرة 





0= 2- بر ×-1 أو 2+22-1بر+2ع 
والنة لَه 
0= ”2+ ”ر+ x?‏ 


وبحساب الانحدار ۷(٨‏ للدالة نجد أنه يساوي الصفر عند نقطة الأصل 0أي أن 


OF OF OF 
الل) = س ) = لدم‎ “=0 
(a رو(‎ (a : 
وهذا معناه أن النقطة (0,0,0) نقطة شاذة.‎ 
:) ١1١7 ( ملاحظة‎ 


النقطة الشاذة © المثال السابق تسمى نقطة شاذة منعزلة 512811183 isolated‏ 
وط لأنها لا تقع على سطح الكرة بل هي مركز الكرة. 
مثال ( 1١9.7‏ ): 

بين أن نقطة أصل الإحداثيات هي نقطة شاذة بالنسبة للمحل البندسي للنقاط 
التي تحقق المعادلة الضمنية 

0 -(2 بر ة بر - -24°)z2”‏ ”)2°+ ة بر + F(x,y,2)=(x?‏ 

الحل: ش 

نقوم بحساب المشتقات الجزثية 


(2-)22- ×7(.2 ع + ر +2 e‏ 
Ox‏ 
(ب2-)22- +27(.2y‏ ر + )2 - 


+p” +2 (.22 - 24)27 (‏ 2ے 
OZ‏ 


واضح أن | ۷۸ | ينعدم عند النقطة (0,0,0) لأن 


OF _ 62 _@F | 
(a = رھ(‎ OD 


أي أن نقطة الأصل نقطة شاذة كما هو موضح © شكل (/170). 





شكل (۲۲.۷) 


ملاحظة ( ۱۲١۷‏ ): 
النقطة الشاذة 4 المثال السابق تسمى نقطة مخروطية 201111 0220111621 لأن 


أ الكزاة امل الرقدسى بل مخروط وله المغارلة 50 روف ردج 


Orientation of the Surface : توجيه السطح‎ (11.۷) 

4 هذا الجزء نناقش بأي مفهوم يمكننا توجيه السطح. بديهيا وبما آن آي 
نقطة بر على سطح منتظم (4',4) ×= ×: ۷ يكون لبا مستوى مماس ۸1ر7 
واختيار أي توجيه للمستوى 1,1 يحدث توجيه 2# المنطقة المجاورة للنقطة 7 بمعنى 
الاتجاه الموجب للحركة على امتداد منحنيات مغلقة وصغيرة صغر كاي حول كل 
نقطة من منطقة الجوار المباشر كما هو موضح ‏ شكل (/310). 





)۲٤۸۷( شكل‎ 


تعريف 1707 ): 
يقال أن السطح ۸1 موجه 01161160 إذا كان من الممكن عمل هذا التوجيه 
لكل نقطة 14 © م بحيث ك تقاطع أي جوارين مباشر للنقطة 7 يتطابق التوجيه (أي 
لا يتغير) إذاً يقال أن السطح 4 موجه 0116018516 وإذا لم نتمكن من ذلك فإن 
السطح 1 يقال أنه غير موجه 1201101:1611]12616. 
العرض السابق يمكن صياغته بالشكل الآتي: 
إذا قمنا بتغيير البارامترات الإحداثية (7⁄,'⁄) إلى (77,"⁄) من خلال التحويل 
u' =u (r'7), =u ° (2,1‏ 
فإن المستوى المماس المولد بالمتجهات ١‏ .لآ يتطابق مع المستوى المماس المولد 
بالمتجهات ر ,, ل وهذا يتحقق إذا كان وكان فقط محدد جاكوب للتحويل 
»)6 
FY‏ 
اتجاهه أو لا يغيرطبقاً لإشارة محدد الجاكوبيان. 


Det )‏ موجب وهذا يعني أن العمودي 0 N‏ على السطح يغير 


هذا العرض يقودنا إلى تعريف محدد على الصورة: 
تعريف ( 12.7 ): 

السطح المنتظم 14 يقال أنه موجه إذا أمكن تغطيته بعائلة من الرقع الإحداثية 
coordinates patches {U, (‏ بحيث إذا كانت رق اناطع U, NU,‏ 


مثلاً فإن تغير الإحداثيات البارامترية ,0 إلى رلا يكون محدد جاڪوب له موجب. 
اختيار مثل هذه العائلة من الرقع يسمى توجيه 0۲1۴۸٤310٩‏ للسطح 11 والسطح 2 
هذه الحالة يقال أنه موجه خلاف ذلك يقال أن السطح غير موجه (الرقع الإحداثية نفني 
بها التمثيلات البارامترية أو الإحداثية) كما هو موضح ‏ شكل (/701). 





اة سض ) 


مثال (۲۰۷): 

السطح الممثل بدالة اتجاهيه تفاضلية 4 متغيرين هو سطح موجه. 4 الجقيقة 
كل السطوح التي يمكن أن تغفطى بغطاء واحد هي مؤجهه بديهياً 
trivially orientable‏ 
مثال( 71١7‏ ): 

الكرة سطح موجه لأنها تغطى بغطاء جيوجراي. 
تعريف ( 16.7 ): 

حقل متجهات الوحدة العمودي التفاضلي المعرف على منطقة مفتوحة 

1 ح ل من سطح منتظم هو راسم تفاضلي من 0 إلى الفراغ الثلاثي حيث 
N:UçR‏ 

والتي تحدد لكل نقطة 6 4 متجه وحدة 8 > (4) ١‏ عمودي على 11 عند 0 
كما هو موضح 4 شكل ٠ .)۲٣1۷(‏ 


N 


)۲٣۷( شكل‎ 


EE ea 


تعريف (1507): 
السطح المنتظم 14 ح ل يقال أنه موجه إذا كان وفقط إذا وجد حقل متجه 
وحدة عمودي تفاضلي ]ج 11: 77 على 14 (أي أن الحقل ١‏ ليست له نقاط 
شاذة). 
مثال 77.7 ): 
سطح شريط مبيس 511510 110601115 غير موجه. 
الحل: 
طح شريظمبينن له التمثيل البارامترى 
1 1 1 
sin —)cosu',1 cos)‏ 2 - 2(, !تصنو( R (u",12)=((2 - 2 sin‏ 
2 2 2 
<27,-1<u? >1‏ > 0, 
وبحساب حقل متجه الوحدة العمودي (⁄,'⁄) ١‏ نجد أنه يغير من إشارته من منطقة 
إلى أخرى كما هو موضح بے شكل (۲۷.۷). 





شكل (۲۷۷) 


اة العاضية ) 


مشال 77.7 ): 

بين أن السطح المنتظم المعرف من خلال الدالة الضمنية التفاضلية 0 = (2 .[,0)/ 
هو سطح موجه. 
الحل: 

سبق وأن بينا أن حقل متجه الوحدة العمودي على السطح 0=( 2, ,»)۴ : M1‏ 
يعطى من 


LE‏ م تلن دوين 
|7 ال اي ا JVFU‏ 
وهو حقل متجه تفاضلي وبالتالي فإن السطح ۸1 موجه لأن ”1 ومشتقاتها دوال تفاضلية. 
ملاحظة ( 12.07 ): 
التوجيه ليس خاصية محلية 106811 للسطح المنتظم بل هو خاصية موسعة 
/058211اع بمعنى أنها تشمل السطح كله. حيث أنه من تعريف السطح المنتظم نجد 
أنه يكافئ تويولوجياً 168010۲11٥‏ منطقة مفتوحة من المستوى من خلال الراسم 
Ru u)e DCR” —-çM cR‏ 
ومثال لسطح موجه مبين 2 شكل (۲۸-۷) وهو سطح السرج الذي تمثيله البارامتري 
)?7 مو ين x (uy )=(uv‏ 
أو © الشكل الضمني 
2-0 بر + ة عر - F(x,y,2)=z‏ 





)7١81/( شكل‎ 


سے 


نمارين (۷) 


3 i 
أوكة مادك اتون الماش تجن الل التاقن :ك ر ج يعدن قط‎ 8 


i=] 1 


(,©,0,0) وكذلك معادلة العمودي على السطح عند هذه النقطة. 


2 
(0) أثبت أن المستويات المماسية للسطح المعرف بالعلاقة () ,اع - ر 
x‏ 
الأصل لنظام الإحداثيات الكرتيزية. 
٠ :‏ 3 
(۳) أثبت أن السطوح الثلاثة 1,2,3- ز , أ ×ره = ”('×) < تتقاطع على التعامد 
i=l‏ 
فيما بينها (كور مراكزها تقع على محاور الإحداثيات وأنصاف أقطارها 
د 206 كن لدو فيان e‏ 5 
ال ريسن Sh‏ ××“ × كر » 37 2 على الترتيب) 
(إرشاد : السطوح الثلاث تتقاطع على التعامد إذا كانت المستويات المماسية لبا 
تتقاطع على التعامد عند نقاط التقاطع أي أن الأعمدة على المستويات.المماسية 
متعامدة). 
)٤(‏ أثبت أن الأعمدة على السطح 
( )ع = ° × =f )u' (cou, ×” =f (u (sin,‏ '× تقطع محور ‏ ×0 . 
(إرشاد : أوجد معادلة العحودي وعين نقطة تقاطعه مع 000 ×0 إن وجدت). 
(1) أوجد معادلة العمودي عند النقطة (0,0,1) على السطح 
0 -1- برد O (x,y,2)=ze™ -x‏ 
(إرشاد: اتجاه العمودي هو 7 ) 


ر( ا 


اسه صن ) 


(۷) أوجد معادلة المستوى المماس عند النقطة (0,1,1) للسطح 
xcosy-ycosx+z =0‏ =)2, نز F(x‏ 


(۸) أوجد النقاط الشناذة (المفردة» على السطح 0= 2- 2 بر+ ”×=(2, نز, )17 
(إرشاد: النقاط الشاذة هي النقاط التي تجعل 0 = ۷7 أي أن حقل المتجه العمودي 


يكون متجه صفري) 


(9) أوجد النقاط التي لا يمكن تحديد المستوى المماس عندها للسطح =z‏ ”ر × 
(إرشاد: المستوى المماس لا يمكن تحديده إذا كان العمودي على السطح غير 
معرف والمطلوب هو تحديد النقطة التي يكون عندها العمودي غير معرف). 


)٠١(‏ أوجد إنحناء المنحنى 1-1 على السطح (۷+ 4 نا ي) = ( ٣),۷‏ ومن ثم 
أوجد الزاوية بين العمودي // على السطح والعمود الأساسي 7 على المنحنى. 


7 )u,v (=) 0051/,4 5113/17 ( أوجد المنحنى ۷= 1 على السطح‎ )١١( 
وأوجد معادلة المماس له عند النقطة (0,0 ,ه)‎ 
(إرشاد: المنحنى الناتج بوضع ۷ > /1 ب4 معادلة السطح هو منحنى حلزون داثري).‎ 
r 
بين أن النقاط الشاذة على امتداد خط ”4 البارامتري 3 ل رف‎ )1١( 
725610100-521616 مدبب على السطح شبه الكروي‎ 


1 
. 5 1 1 1 
R(u',u”) = ) للد‎ 1 cosu?,sinu' sinu*,cosu aR) 


(۱) أوجد التمثيل البارامتري المنتظم للأسطوانة المقامة على المنحنى («)/ = ل 
)١4(‏ أوجد التمثيل البارامتري المنتظم للأسطوانة الدائرية 1= ”رر + * ×. 


)٠١(‏ أوجد التمثيل البارامتري للسطح المكون من الأعمدة لمنحنى فراغ منتظم. 


ا 


(17) أوجد تمثيل بارامتري منتظم للمخروط المزدوج 0= ج- ”+ * ×. 

9 أوحد التمثيل البارامتري للسطح المكون من المماسات لنحنى فراغ ا 

(16) هل السطح 2-232-0 در + ”× كل نقاطه نقاط منتظمة. 

(15) بين أن مجموع مربعات الأجزاء التي يقطعها المستوى المماس للسطح 
cosv ,(a -2(2(‏ ذل R (u,v )=(u? sinîv‏ 


من محاور الاحداثيات يكون ثابت دائما. 
(إرشاد: أوجد معادلة المستوى المماس عند أي نقطة عامة ( ى لاوم #) واستخدم نفس 


الأسلوب 2 مثال (۷.۷)). 
5 9 2 ر x2‏ 
a b 0‏ 
سطح منتظم وأوجد تمثيل بارامتري منتظم له. 


([رشاد: استخدم تعريف السطح المنتظم من خلال دالة ضمنية). 
)۲١(‏ بين أن المستويات المماسية للسطح () ريد 2 تتنلاقى ے4 نقطة 
x‏ 
.concurrent‏ 
(إرشاد: أوجد معادلة المستوى المماس كما 4# أي مثال وضع بعد ذلك الحد 
المطلق يساوي الصفر وعين نقطة التلاقي). 


(50) أوجد النقاط الشاذة على السطح 
R(u' u4” 0‏ 


اة اتعاضية ] 


(۲۲) أوجد النقاط الشاذة إن وجدت على السطح 
R(u',u*)=(u” +cosu',u” + sinu',u')‏ 
)۲١(‏ أوجد معادلة العمودي على السطح 
R (u,v )=(uU COSV ,U SINY ,2v )‏ 
ومن ثم أوجد المستوى المماس له عند (0,0,2) وأوجد نقاطه الشاذة إن وجدت. 
22 ر 2 


X 
0 ا ]= هيده‎ (o) 


(57) بين أن السطح * ر+ ”×= 2 موجه وأوجد نقاطه الشاذة إن وجدت. 
(۷) أوجد حقل متجه الوحدة العمودي على السطح 
2x2 + y2 -5=0‏ + 2ج + F(x,y,2)=x? +3xy +p)?‏ 


ومن ثم أوجد المستوى المماس له عند النقطة (0,/5,0). 


سس 


الباب الثامن 
الهندسة الذاتية للسطوح في الفراغ الثلاثي 


Intrinsic Geometry Surfaces 

2 هذا الباب نقدم البندسة الذاتية أو الداخلية للسطح وفيه نعرف الصيغة 
المترية وحساب أطوال المنحنيات والزاوية بين اتجاهين على السطح وكذلك حساب 
مساحة جزء من السطح ‏ وك النهاية نعرف التساوي القياسي وتطابق السطوح. 

(۱۸) مقدمة : 

2 الباب السابق نظرنا للسطح من منظور قابلية التفاضل differentiability‏ 
و2 هذاالباب سوف نبدأ بدراسة أبنية هندسية على السطح 
5 860116151 ربما يكون أهمها الصيغة الأساسية الأولى. 

كثير من الخصائص البندسية ف الفراغ “كلا تعتمد على مفهوم الضرب 
الداخلي مثل الزاوية والتعامد وطول المتجه والمساحة وهنا نريد أن نعمم هذه الأفكار 
على السطح كما ے شكل (۱۸). 


شكل (۱۸) چ 


[إشس سسب ) 


ونبين أن الضرب الداخلي 2 187 ينتج عنه أو يعرف ضرب داخلي على 
المتجهات 2 أي فراغ مماسي 7',14 (خاصية وراثية) للسطح //!. 
تمریف (د١):‏ 

نفرض أن الدالة ج 1 ,1× 11 ,1: ر< -ر-> تعرف الضرب 
الداخلي 2 المستوى المماس 7,۸1 للسطح 1 والناتج من الضرب الداخلي 2 الفراغ 

.1// الحاوي للسطح‎ R 

تعريف (۲۸): 

الدالة ]ج 7,1:( ۷) ر / والمعرفة كالآتي: 

I, )=<v مر‎ >=|v |” >0 

تسمى الصيغة الأساسية الأولى 10112 11120312612121 111556 The‏ على السطح 
المنتظم أو باختصار ۴۴۴. 
ملاحظة (ذ١):‏ 

الصيغة الأساسية الأولى هي فقط تعبير عن الكيفية التي يرث بها السطح 
الضرب الداخلي (القياسي) ب2 . هندسياً فإن الصيغة الأساسية الأولى (الصيغة 
المترية 101372 ©126111) تمكنا من عمل القياسات 1116351116126115 على السطح 
(الأطوال» الزوايا والمساحات) بدون الرجوع للفراغ 187 الحاوي للسطح. 
تعريف (1؟): 

الخاصية البندسية على السطح والتي تعتمد فقط على الصيغة المترية ۴۴۴ 
للسطح تسمى خاصية ذاتية 21072611 intrinsic‏ 
ملاحظة ( ۲۸ ): 

الخاصية الذاتية تعني أن أي مقيم 16510611 على السطح يمكن أن يلاحظ 
أو يكتشف 061601 مثل هذه الخاصية بدون اللجوء أو الرجوع 30621128 للفراغ 
الكبير الذي يحوي السطح. بالتأكيد أن آي ساكن على السطح يمكن أن يقيس 
المسافة على السطح. 


حتح ‏ ی 


تعريف (للة): 
نفرض أن 1ج ]:()#: € منحنى على السطح 114. 
إذأ عنصر طول القوس 05 عند 14 © م يعطى من 


d 
ds -./1 (r'(t)) dt ,' شح‎ 
)م‎ ()) 
الجزء القادم سوف نعبر عن الصيغة ۴۴۴ بدلالة المماسات ,”7 للخطوط‎ 4 


البارامترية عند النقطة 7 على السطح. 


(۲۸) الصيغة المترية على السطح Metric 10112 ٠:‏ 
المعو سه ت المراغ معط بالتمثيل البارامتريى* 


r=r(»“) (8.1)‏ 
ومنحنى ؤاقع عليه معطى بالمعادلتين (4) 1= . إذأ المماس لهذا المنحنى هو 
Rê (8.2)‏ 
dt‏ 
أو ما يمكافئ حك ru"‏ دام 
و 2 فى La 9 dt‏ لد 


وهذه الصيغة تعطي الاتجاهات على السطح. لتكن 5 هي المسافة القوسية على المنحنى 
(/) 1= “2 وبناء عليه يكون (من تعريف طول القوس ب الباب الثالث). 


ds + dr د‎ 
Cw) ت‎ a [=< rr" دح‎ > 20 PE 8 
1 1 


1 


> 


du“ du 
(من خواص الضرب القيا ( بے سسسب و و 8 احم‎ 
مضنت‎ Ol. 


1 


لنرمز الآن للصيغة < ۾ ۲,٤‏ > بالرمز ي ي € وبالتالي نحصل على 


ييا 


ك du’ du‏ ر du! du?‏ + ر ے كلل 
Ng EM GT A‏ 
حيث. uz > 88u‏ وم > Sap <u’ g2‏ 
(8:3) ر du! du‏ 7 رمق َِ وك . 
١‏ 8 حر لاله ا ا 


وهذه تعطي مربع عنصر المسافة القوسية على المنحنى الذي يقع على السطح وهي 
صحيحة لأي منحنى واقع على السطح. إذا يمكننا حذف 4 2 الطرفين ونحصل على 
* كك وهي تمثل عنصر المسافة بين نقطتين متجاورتين على السطح أي أن 

„dudu (8.4)‏ ع = I=<dr,dr >=ds?‏ 
وهذه الصيغة تسمى الصيغة المترية 116۲1٥ 0۲۲١‏ للسطح أو الصيغة الأساسية الأولى 
على السطح 10518 60020312612181 *1 the‏ وتسمي الكميات و ع بالكميات 
الأساسية الأولى (الكميات المترية 0113416165 1061112) على السطح (8.1). 
بالنسبة للضليفة الترية (8,4) ترف ممين 916 طلططة 0150 النصيغة المكرية (معحدد 
الصيغة التربيعية الأولي) للسطح ونرمز له عادة بالرمز £ ويعطى من 


8511 812 


(8.12) "لمعا عارك | 
822 82 


Det ١‏ = (ىى Det(g‏ = ع 


:)١ى(ةيرظن‎ 

مميز الصيغة المترينة ”(ر,8)- برع 8 = بم موجب أي أن الصيغة التربيعية 
form‏ 011201316 الأولى 1[ موجبة بالتحديد .positive definite‏ 
البرهان: ا 

لنعتبر الآن الصيغة المترية 


1= 1ك" مر ع = ون‎ = g (du!) + 2g dudu?” + g (du?) 


لاحظ أن * 45 هي مربع عنصر المسافة بين نقطتين متجاورتين على السطح وبالتالي 
فهي موجبة دائماً. بالنسبة للخط '* البارامتري يكون 0= »ل ,0 4۷ وبالتالي 
ضإن *(4) ,ع = ”وه » إذا لابد أن يكون ,ع موجب. وبالمثل يمكن أن نرى 
رر € لابد وأن يكون موجب. بالنسبة للصيغة المترية ب شكلها العام نلاحظ أنه لا 
يمكن أن ينعدم العنصران '40 ,427 4 وقت واحد أي لا يمكن أن يڪون 
(0,0) = (»ك ,':4) وإلأ كانت ”وك تساوي صفراً 4 حين أنها موجبة. 

إذاً لابد وأن يكون أحدهما وليكن ل مختلف عن الصفر أي 0 ج ”سك. 


du 700 
.:. ds” = ررل)‎ 27 [gı3 + E + [روع‎ 
du 
نكتب -- = ۷ ومنها يكون‎ 
du 


ds” = (du) [gv * +28 + 822]‏ 
وحيث أن كل من 011:(7), * كله فوح ]ذا المقدار ررم + اي ع2 + EV‏ موجب 
لجميع قيم ۷ ولكن ,,ع موجب دائما. إذا حسب نظرية المقأدير ذات الدرجة الثانية 
نجد أن (ر28) - 48182 موجب. آي آن ))8( - 822 811( 4 موجب ومنه نجد 


Ma ا‎ ê 
أن (8)- 81822 موجب» آي أن مميز الصيغة المترية موجب.‎ 


(5)الزاوية بين اتجاهين على السطح: 

بالنسبة لتحديد اتجاه على السطح فإنه يمكن أن يعطى بالمعادلة (8.2) أو أي 
ما روا ف من اعا 2 اا القطي: ورت فر انا 
(8.2) ب اه نحصل على 1 

(8.5) “يم ع = dr‏ 
واضح أن الاتجاه 47 هو عبارة عن ارتباط خطي بين ,#,ر” ومعاملاته “لاك ,"با 
والعكس كذلك صحيح بمعنى أن أي ارتباط خطي بين |7 ,#21 عند نقطة 7 عبارة 


م( سس 


عن متجه واقع ب2 المستوى المماس عند 7 ومار بالنقطة 2 وبالتالي يكون خطأً مماسيا 
للسطح وبالتالي اتجاهاً على السطح عندط ولكن أي ارتباط خطي هو من الصورة 
(8.5). إذاً أي اتجاه على السطح.يأخذ الصورة (8.5). 
سنتفق على أن نرمز للاتجاه ,77 على السطح بالرمز 

(8.6( 2ح ,)41,2( =)*4( 


حالة خاصة: 

اتجاه خط "ا البارامتري هو المماس ١‏ لخط '* البارامتري ويكتب ك 
الصورة (1,0). بالمثل اتجاه خط ”4 البارامتري هو المماس ر لخط 2+ البارامتري 
ويكتب 2 الصورة (0,1) . 

لنعتبر اتجاهين (2 الحالة العامة) على السطح عند نقطة 7 عليه» ليكن هذين 
الاتجاهين هما 1,۸ حيث و ألم ع مر 1٣:‏ = 4 ولتكن © هي الزاوية بينهما 


وتتعين من 
(من الباب الثاني) 060 ألم |أه| -< ,2< 
55 حورم م > °2° => 4,4 <= |4| 
)8.7( اوقل ASE‏ 
بال مثل يكون 
(8.8) البرالرروي ةك إلا 
Se )8.9(‏ 


ومن (8.9) ,(8.8) ,(8.7) نحصل على العلاقة 


Sap كبك‎ 


ال وول الول 


ححتة : ليده 


cos 0= )8.10( 


وهذه الصيغة تعطي الزاوية بين الاتجاهين (1=)27,( )=4 كما 2 شكل 
(A)‏ 





شكل (۲۸) 


لنعتبر كحالة خاصة الزاوية بين اتجاهي خط > البارامتري (1,0) =(“2) واتجاه خط 
ا البارامتري (1 ,0)= (“//) وبتطبيق العلاقة (8.10) نحصل على 


gg aS (8.11) 


811/822 ه 
وهي تعطي الزاوية بين الخطوط البارامترية. ولذلك يمكن صياغة النظرية الآتية : 


نظرية (۲۸): 
الشرط الضروري والكا2 كي تتعامد الخطوط البارامترية على السطح هو 
7 
0= يرع (0- چ ج <= من (8.11)). 
4 هذه الحالة يقال أن السطح مغطى بشببكة من الإحداثيات المنحنية المتعامدة 
وف 0 خي و اف والضيفة ااه الأو خو ان 


1-0: - برع + *( أله ) بع‎ (du?) 


ات 00000 


اة سمي ) 


( ۸ ) المسارات المتعامدة على السطح: Orthogonal Curves on 2 Surface‏ 
توقاي اه 5 التطفة انار رة اة( 0 حا( 0 اى اسف اة 
(8.1) توجد عائلة من المنحنيات المنتظمة المعرفة بالمعادلة 


f (u?) = const. ,|9/ | = (f) + (F2) #0 





حيث للك = 2 ,1= © عند النة لنقطة (1,17⁄). 


u“ `‏ 
نحاول تكوين عائلة المنحنيات التي تتقاطع مع العائلة الأولى على التعامد. لذلك نفرض 
أن "القائلة ا اة مر خود وكحاول اناد الماد التماضلية بده العاكلة: 
اتجاه عائلة المنحنيات الأولى عند النقطة (4,⁄47) هو ( ور فإذا رمزنا لاتجاه 
عائلة المنحنيات الثانية بالرمز (4/1,4//2) فإن شرط التعامد لبذه الاتجاهات يعطى 
من العلاقة 
0= كلخو ع 
حيث (” ل ,' )= (1) , ( )= (/) إذاً شرط التعامد يأخذ الصورة 
0= 7م کر ع -( u‏ ر- gf du + gE du‏ 
آو 0= 0447 Ef‏ - ولو 8 ) + (gf 2= gf du!‏ 
وهذه هي المعادلة التفاضاية لعائلة المنحنيات التي تقطع عائلة المنحنيات 
“cont.‏ (,') /ر على التعامد. ٠‏ 
نظرية 94 ): 
المنطقة المجاوزة لكل تفظة على الماع يمك اختينار ميل بارامتري 
منتظم متعامد حيث أحد عاثلات المنحنيات الإحداثية تكون اختيارية. 
البرهان: 
نفرض أن 00256 = (2 ,') كر عائلة من المنحنيات على السطح (8.1) 
حي ث/إدالة منتظمة تحقق الشرط ±0 ”(ر) + ”(,) = | /۷|. ونعتبر المعادلات 
التفاضلية الآتية: 


ا 


df =0 or fı ريه رج أيه‎ =0 e 
(gı f2 - gf du!" + (gf - ريوع‎ 0415 =0 
المنحنيات التكاملية للمعادلة الأولى مي منحنيات العائلة المعطاة والمنحنيات التكاملية‎ 
للمعادلة الثانية هي المسارات المتعامدة للعائلة الأولى. ا‎ 
السطح يمكن تمثيله بارامترياً بحيث العائلات المذكورة تكون منحنيات إحداثية‎ 
طاما أن:‎ )4:١ = 0,4” = 0( 
Eul28o و8 - لورع‎ 


0 رن 28- ,رع + دگ رع - 1 1 





: 5 2 
وذلك لأن 20 ,8 8,8227 
وهذا يكمل برهان النظرية. 
ملاحظة (4؟): 

5-00 2 2 

٤ 815(1 = ||‏ || =( ,)= يرع أي أن 8 هو مريع طول المماس 
للخطوط البارامترية .]0115© حب وو / + © . بينما 8 تتناسب مع جيب تمام 


الزاوية نتن الخطوط البارامكرية: 


( 0۸ ) عنصر المساحة على السطح: 212 Element of surface‏ 
نعتبر شبكة من الإحداثيات المنحنية على السطح ونعتبر متوازي الأضلاع ذو 
الأضلاع المنحنية والذي رؤوسه هي النقط ,2,,/,,2, 2 القريبة جداً من بعضها حيث 


P =r (uu), ا‎ r(u + d u', u ), 


Py, =r (uu +du*), P, = r(u' +du',u? + du?) 


E 





شكل (2) 


من هندسة الشكل نلاحظ أن 
PP, =r (u +du',u*)-r(u",u*) , PP, =r (uu? +du?)-r(u',«?”)‏ 
باستخدام مفكوك تيلور وأخذ التقريب الخطي (الأول) نجد أن 
“يل ونع اضر أيه وعدت درم 
وبالتالي مساحة متوازي الأضلاع ذو الأضلاع المنحنية | ,ر۶/۴٨‏ تساوي تقريياً 
مساحة متوازي الأضلاع المنشأ على المتجهين "۷ا١‏ ,4۷ر٣‏ وهي 


du du? 





يعم rau! rradu?|=|r,‏ 
فإذا رمزنا لعنصر المساحة بالرمز | 44| حيث 

^r>| dudu? )8.13(‏ ,|= | مها 
من تعريف المساحة المتجهة يكون لدينا 


rı ^r» =|zı||L2| sin@M_ )8.14( 


ge 


خت 0 هی الزاوية نين اتن ر و وخدة الها ك تجاه العنودي علن 
السطح (أي عمودي على المستوى المماس للسطح عند نقطة ,۶/). 
sin” 9 (8.15)‏ |د ا = ويم 2 
c0” 0 (‏ - 1( 2 “راع 
(rı)‏ - ا = 


ومن تعريف الكميات المترية وى 8 يمكن كتابة 


cosê)ُ 








۲2 


2 2 2 
(ير؟) - 11822 8= < يكور > ديوع ع = ^r»)‏ 2 


- 88 -)£( =8  )8.16( 


اذا حمل متجة الوخدة ١‏ اتجاه الفمودئ على المتطح ياغ الضورة 


( ^ مطل N‏ 
15 
ويسمى حقل متجه الوحدة العمودي على السطح بينما 7/72 هو حقل العمودي على 
السطح لأن كل منهما دالة 2 البازامترات الإحداثية (7/!,77) عند أي نقطة على 
السطح. 
يمكننا كتابة عنصر المساحة المتجهة من (8.16) على الصورة 
N )8.18(‏ “لايك dA = Jg‏ 





2م | 2 


)8:17( 


وهذا يتفق مع ما نعرفه من أن المساحة كمية اتجاهية واتجاهها عمودي على 
المستوى المماس للسطح المطلوب حساب مساحته. 


E en 


ت 
dudu? )8.19(‏ عل dA =(QA|N, @A4|=‏ 
مسقط متجه عنصر المساحة على المستوى × أي مسقط 44 على المتجه الثابت © 
(العمودي على المستوى ل(×) هو ۶۵4 وهو نزك × ويعطى من 
dxdy = P,, dA = (dA ,e,)‏ 


= <|dA|N ,e, >= |d4|< N رء,‎ >=|d4 |cos@ 


: دهم‎ E pee )8.20( 
<N ,e,> 
بالمثل‎ 
بو قفي بن‎ 56008 , (8.21( 
<N,e,> 
لكين | ها‎ 68 )8.22( 
<N ,e, > 


حيث ,0080 =< ,ع, ٠> N‏ © هي الزاوية التي يصنعها العمودي ١‏ على السطح مع 
ار الاعدداشات اهاي تستويات الخد اف الس ع و 


كما هو موضح ب4 شكل (11). 





مثال (۸ا): 
إذا كان السطح ممثلاً بصيغة مونج (»)/= 2 


فإن حقل متجه الوحدة العمودي // على السطح (من الباب السابع) يعطى من 


)8-23( 1)8 ري د الى + 1+2( = Je‏ 


مٹال (۲۸): 
4 حالة السطح الممثل بالصيغة الضمنية 
F(x, y, z2) > 0‏ 
فإن حقل متجه الوحدة العمودي // على السطح له الاتجاه ۷۸ ويعطى من (أنظر 
الباب السابع): 
F.)1/g =VF Ng ,‏ ,بك N = (FE,‏ 
F? +F} +F? =|VF| (8.24)‏ 


ره ) التساوي القياسي :+ Isometric mapping‏ 
تعريف ( ۸ه : 

يقال أن راسم التوبولوجي التفاضلي diffeomorphism‏ 11 جب DP:M‏ 
بين سطحين 1 , 14 تساوي قياسي 1006۲۷ إذا تحقق 
)8-25( رربج< ( 2 , © 4,(, ن3) © <Y >, =<d‏ 
لكل 617M‏ رط .peM‏ 

4 هذه الحالة يقال أن السطحين //1, 14 متساويين قياسيا "6۲1٤٥‏ 0ء1. 
وهذا يعني أن راسم التوبولوجي التفاضلي يكون تساوي قياسي اذا كان التفاضلي 
differential‏ 


فة ست ) 


و الوب 1ج dO, :T,M‏ 


رب )0 eT,M dD,‏ نا 


%(p) 
يحافظ على الضرب الداخلي. وإذا كانت ۷= ر ۷= ,۷ مثلاً فإن‎ 


I,(w )=<w سم © 4 كدر< مو‎ dD, (Ww )> 


(م)» 


(5) ,1ع (J, Vw‏ 00 ,© )رن [ح 
أي أن راسم التساوي القياسي يحافظ على الصيغة الأساسية الأولى بمعنى 


Vw eT,(M) (8.26)‏ ,) سار © هار 1در سا1 


(م)© 
والعكس صحيح. 
تعريف (۸ا): 

الراسم 11ج 1ے 0:7 يحون تساوي قياسي محلي 
isometric‏ yاا0caا‏ عند م إذا وجد جوار مباشر لا للنقطة 1 > (2)© بحيث 
الراسم 7ج 0:7 يكون تساوي قياسي. 
تعريف (۷۸): 

إذا وجد تساوي قياسي محلي إلى 14 لكل نقطة 14 »© م يقال 2 هذه 
الحالة أن السطح 1 2 تساوي قياسي محلي مع 11 . 
تعريف (۸۸): 

السطوح 11,1 يكونا 4 تساوي قياسي محلي إذا كان ٧1‏ 4 تساوي 
قياسي محلي مع ۸و ۸ ب تساوي قياسي محلي مع ۸1. 
ملاحظة ( ۸ے ): 

إذا ڪان 1/1 11 : © راسم توبولوجي تفاضلي وتساوي قياسي محلي 
الكل نقطة 14 © مء إذأ © يكون تساوي قياسي كلي أو موسع 
.globally isometic‏ 


ملاحظة ( ۸ه ): 

من الممكن أن يكون هناك سطحين 2 تساوي فياسي محلي وليس بالضرورة 
أن يكونا شك تساوي قياسي موسع. 

ونوضح ذلك بالمثال التالي: 
مثال(4؟): 

نشيو الأسطوانة اك ر تن واتفظاة الفا ءا 

R(u',u*)=(cosu',sinu',u7),0<u' <2r,u eR 
R(u',u”)=(u',17,3) والمستوى‎ 
ومن السهل التأحد من أن‎ 
يوم = يرع ,0 يري = يرع ,1ت ريم - ررم‎ -1 

إذا المستوى والأسطوانة الدائرية القائمة ‏ تساوي قياسي محلي بالرغم من أنهما 
ان مان اا 
ملاحظة ( ۸ا ): 

توجد تمثيلات بارامترية آخرى للمستوى تختلف فيما بينها باختيار الأساس 
الى وقد كرت عليها عدم ماري الك د اماف الأو ال على كل هن 
سطلحى المشتوئ والانتطواثة فمقلاً إذا كان المشتوى مغرف بالدالة الاتجاهية 

ادك اك 1100001 

فإن ل 
بينما للأسطوانة المعطاة يكون 0= 1,8,2= يرع - ررع 
وهذا يوضح مفهوم التساوي القياسي المحلي. 

نعطي الآن نظرية توضح التساوي القياسي المحلي من خلال الإحداثيات المحلية 
65 10211 على السطوح. ش 


0 ااا 


نظرية (ى1): 


نفرض وجود تمثيلات بارامترية على الصورة 


1ج [[أ: 7 R:UçM‏ 


E1812 > 81282 = 822 (8.27)‏ 1 
إذاً الراسم 74ج (7]) ۸: ۸ ۰ ۸ = © يكون تساوي قياسي محلي. 
مثال (للة): 
بين أن سطح الكاتينويد 2]672010) 
M :R(u',u”)=(acoshu” cosu',acoshu? sinu",au),‏ 
u ER,0<u' <27‏ 
2 تساوي قياسي مع سطح البليكويد 116116010 
M :R(u",u”)=(7? cosiz',7? sini',a7'),0 <7' < 27,7? € R‏ 
الحل: 
الكميات الأساسية الأولى و 8و على السطحين 1/1 11 تعطى من 
=a? cosh u?‏ يرع ,0 = ر =a’ cosh u”,g‏ ررع 
1= 0,8 = يرع )77( + =a‏ ر8 
وإذا استخدمنا التحويل الأحادي (تناظر أحادي) 
نطوم و = T7 =u",‏ , 172 أ) جب ( (u'4?‏ 
O" ,7*)‏ 
,u)‏ 0(4 
إذاً التمثيل البارامتري لسطح البليكويد يصبح على الصورة: 


u س(‎ 


Det ( )=acoshu?” #0 ,Vu? 


R(u",u”)=(asinhu? cosu',asinhu?” cosu',au') 
والكميات الأساسية الأولى بالنسبة للتمثيل ۸ تصبح‎ 


cosh u?‏ 42 = ور ,0 = يرج , 7ل =a? cosh‏ ررع 


وطبقاً للنظرية السابقة (4غ) فإن سطح اللبليكويد ‏ تساوي قياسي مع سطع 
الكاتينويد كما هو موضح 4 الشكل (0۸). 


ملاحظة ( ۸ا ): 
راسم التساوي القياسي السابق ينقل الخطوط المستقيمة (0851© = '7) 
على اللليكويد إلى خطوط الزوال 10611013115 (.00251© -'1) على الكاتينويد. 





( 1۸ ) راسم التطابق بين السطوح : Conformal Mapping‏ 
تعريف (۸ا): 

يقال أن الراسم التوبولوجي 011160120111511 M1,‏ ج 1: / بين 
سطحين منتظمين 1 ,, 14 راسم تطابق 601210111121 إذا حافظ على الزوايا بين 
المنحنيات» بمعنى أن المنحنيات المتناظرة على هذين السطحين تتقاطع بزوايا متساوية. 





شكل (1۸) 


هذا التعريف يمكن صياغته 2 الصورة: 
إذا كان لكل ٤1‏ م » 1ر6 ر ۷ر۷ يتحقق 


(8.28) ,> 2> => )2 نا 47( ما ىك > 
حيث 4 دالة تفاضلية لا تساوي الصفر ب4 أي مكان على السطح ۸1 > 
Vv =df,0 2) < vı =df 0 (‏ 
تعريف ( ۱۰١۸‏ ): 
يقال أن الراسم التوبولوجي ۸ج ل: f‏ من جوار مباشر لا 
للنقطة 14 © م إلى 1 راسم تطابق محلي 0011011181 'إ10©68311 عند م إذا وجد 


س( ا 


جوار 1 ل[ عند («الربحيث لآجت ل: / يكون راسم تطابق. إذا كان 
لكل 11 ع م يوجد راسم تطابق عند م فإنه يقال أن السطح 1 يطابق محليا 
السطح 14 . 

المعنى البندسي للتعريف السابق أن الزوايا (ليست بالضرورة الأطوال) محفوظة 
برواسم التطابق. ونوضح ذلك كالآتي: 

نفرض أن 74ج[ : ىر: , ), رج [: #: ,€ منحنيين على 
السطح 14 ويتقاطعا 2 زاوية ولتكن 0 عند 0 = 2 حيث (7)0- 7ع 
=F, (1)‏ و27 1427 إذا الؤاوية 8 عنن 0 22 تفط من 


4 , 
> را" > 





©0056 = , 0> © > 7 


ااا 
راسم التطابق 4 جب 14: / يرسم المنحنيات ر٤, €١‏ إلى المنحنيات 
,C,:f (r ):1—-M‏ الاج 1:) Cif (r‏ 

والتي تتقاطع عند 0 = ا والزاوية بينهما 8 تعطى من 

= >47 (D,df (r) > 

laf 70147 (| 
))8.28( حيث (باستخدام‎ 
I 3 


ے2ل - 56و00 
”| 2 


cosê )8.29( 


ملاحظة (ل7): 

الخاصية السابقة صالحة ب4 حالة راسم التطابق المخلي. 

نعطي الآن نظرية نتعرف من خلالها بطريقة عملية حسابية على تطابق السطوح 
وهي مشابهة لمثيلتها 4 التساوي القياس وتنص على: 


نظرية (۸ه): 

نفرض أن لدينا سطحين 1//, 14 ومغطاتين بالرقع الإحداثية (تمثيل بارامتري 
منتظم) 14ل :12ح ,R :U‏ ج CR”‏ []: ۸ على الترتيب. بحيث 
الكميات الأساسية الأولى (الكميات المترية) على السطحين متناسبة 2 المنطقة لا 

)8.30( ?ر ےگ ے 2اگ ے الك 

82 52 51 
جي 4 دان شاف 3 ماري انضفر آي كسان :ف 5:0 الراسهم 
(U (>‏ 2 :' 8ه ۸= / هو راسم تطابق محلي. 

ملاحظة ( ۸۸ ): 

التطابق المحلي هو علاقة تكافؤ بين السطوح. 
- نعطي الآن نظرية هامة بالنسبة لرواسم التطابق (بدون برهان). 
نظرية (۸): 

أي سطحين متطابقين محليا. 

برهان هذه النظرية يعتمد على إمكانية عمل تمثيل بارامتري لمنطقة جوار 
مباشر لأي نقطة على سطح منتظم بحيث يتحقق 

811 = 3° (u 1”), 82 = 0,8 = 1)u") 

تعريف (۱۸): 

نظام الإحداثيات المعرفى 2 النظرية (1۸) يسمى تساوي حراري [15011161128. 
ملاحظة ( ۸ا ): 

إذا وجد سطح له تمثيل بارامتري تساوي حراري فإن هذا السطح يطابق محليا 
المستوى ( .]0185© = يرع = رع ,0 > 8,2( 


س( سس 


مثال (له ): 

بين أنه يوجد راسم تطابق بين سطح الكرة والمستوى. 
الحل: 

ليكن (7)1 5 سطح كرة نصف قطرها الوحدة ومركزها (0,0,1) أي أنها 
تمس المستوى (×0 عند نقطة الأصل وبالتالي فإن محور 2 يمر بالقطب الجنوبي 
والشمالي. نقوم بإسقاط سطح الكرة من القطب الشمالي N)0,0,2(‏ على المستوى 
01 حيث مسقط أي نقطة eS*(1)‏ م على المستوى :ا هو نقطة تلاقي المستقيم 
الواصل بين القطب الشمالي والنقطة مع المستوى ولتكن 7 = (7)7 ونفرض أن 
الخط 72 يصنع زاوية # مع محور 2 وأن الخط 275 يصنع زاوية ۷ مع محور × كما 
هو موضح 4 الشكل (۷۸). 





شڪل (۷۸) 


وبالنظر إلى المثلث المساعد 4 شكل (۸۸) 
2 





72) ,y,0( 
)۸۸( شكل‎ 
نجد أن‎ 
ps =2sinu , ps = 2sinu 7140 

Zz = ps = 2sinu sinu = 2sinu 
وحيث أن 75 واقع 4 المستوى × نقوم بتحليله إلى مركبتين /ز ,× اتجاه محاور‎ 
الإحداثيات بزه ,×0 كالآتى:‎ 

sin U COS U 518 v‏ 2 ع مز , sin u COS U COSY‏ 2 دعر 
إذا الل البازافقرى اك العكرة ته هذه الحالة ياحذ الصو 
R (u,v )=(2sinu cosu cosy ,2sinu coszu sinv ,2sinu)‏ 
وحيث أن (من المثلث القائم) 24114 = 75 وبما أن 75 واقع 2 المستوى المسقط 
عليه 030 
..Xx = ps cosv =2 tanu 0517 , y = ps Sinv = 2tanz 5117‏ 

إذا التيقيل البازامترى للسترق 8 حى من 


(u,v )=(2tanu cosv ,2tanzu sinv ,0(‏ ف 


u س(‎ 


وبالتالي يوجد راسم إسقاط 187 جه |( 77 -(1) ”7:8 من كرة الوحدة بدون 
القطب الشمالي إلى المستوى (×. 
وبحساب الصيغة الآساسية الآولى لكل من الكرة والمستوى نجد أنها 
sinu cos udv 2(‏ + 4 -1 
.) مون I = 4sec”u (du? + sin u cos‏ 


أي أن الكميات الأساسية الآولى على السطحين متناسبة حيث 


09| 
0| 


22 


11 


= = Sec u عد‎ 0 , Vu 
8ı 822 





أي أن راسم الإسقاط 7 (0,ررع«)ج !مإ r:(x,y,z2)e€S(1)—-{N‏ 


والمعرف سابقاً هو راسم تطابق ينقل نقاط الكرة بدون القطب الشمالي فوق المستوى 
XY‏ 
ملاحظة ( ٠٠١۸‏ ): 

ا اا الف يه الشال الاق يعمس زام الات قاط اا 
.stereographic projection‏ 
تعريف (۱۲۸): 

راسم التوبولوجي التفاضلي من سطح إلى آخر يسمى راسم تساوي المساحات 
اقعرواتاوة إذا كانت ا اط المتناظزة على الستطحين متسازية المساحة 
تعريف (ه8؟١):‏ 

يقال آن المنحنى على السطح مسار متوازي /[13[60]01] 150801121 إذا قطع 
عائلة من المنحنيات .60151-(4©)2/',1/7 2 زاوية ثابتة. وإذا كانت زاوية التقاطع 
شاك تحنل على اسار الات (8:12): 


مثال4ى5): 
أوجد المسارات المتوازية لعائلة مولدات الأسطوانة الدائرية القائمة 
.R =(acosu',asinu',u)‏ 
الحل: 
مولدات الأسطوانة هي الخطوط المستقيمة التي تناظر .00851- '⁄ وبالتالي 
»du»' =0‏ 1= ”4 أي أن اتجاهها (2)0,1 ونفرض أن اتجاه المسار المتوازي هو 
( ,")=4 وبالتعويض 2 (8.10) نحصل على 
du?‏ 
nes =F COU = CONS.‏ 
a (du) + (du )* N1‏ 


بالتربيع وتجميع الحدود يكون لدينا (حاصل ضرب الطرفين < حاصل ضرب 


الوسطين)» 
1 
cos a+ (Yes? 0‏ 2 = ر 0 
du‏ 
cos? E cos” a‏ 1( .. 
du‏ 
d 2‏ 
cotan’ 0‏ ڑa=‏ ” س 5 
du‏ 
2 
بم + 7 
du‏ 
وبالتڪامل نحصل على 


= +a(cot@)u' +e 
وبالتعويض ے2 المعادلة الاتجاهية للأسطوانة نحصل على الدالة الاتجاهية للمسار‎ 
المتوازي على الصورة‎ 
r(u')=(acosu' ,asinu', +(acot a)u' +c( 


وهي عائلة من الحلزونيات (الباب الرابع). إذا كانت 72/2- 0 نحصل على المسارات 
المتعامدة على الصورة 
r(u')=(acosu',asinu',c)‏ 
وهي معادلة دائرة 4 المستوى © = 2. 
من تطبيقات الصيغة الأساسية الأولى على السطح هو حساب أطوال أقواس 
متحتيات زاق عى الشطع فنكلاً إذاا كان النعنع (4 = ::47 اه 2 
واقع على السطح (“⁄) × = × فإننا نحصل على معادلة المنحنى 2# الصورة 
x ()=x (*())=x (1(4), (4))‏ 
وبالتالي فإن الصيغة الأساسية الأولى تعطى من 
)17 )برع + dudu”‏ ع2 + ds?” = g (du!)‏ 


du' du? 
du du 


.. كك‎ = £") + 2g + g0 du, کد‎ )8.31( 
7 


اد کان انی معط من لان( 7 اورت ايز مغلا فان 
ds* = g4" (du?) +2g u" (du) + g2 (du)‏ 


d 
..ds =8) + 'لاى ع2‎ +g, du’, 5 7 )8.32( 
u 


وإذا كان المنحنى معطى من خلال ( )4= 1⁄7 مثلاً فإن 
ds* = gd) +2g pd uu du + g8 »(1 7”) (du)‏ 


17 , ١ 0 
.. ds "نار ع2 + ول‎ +g (u?) du! , a )8.33( 


- + E ۹ ر ري‎ (du) 





مثال ىل ): 
أوجد طول قوس المنحنى "= 1 على سطح المخروط 


xX (U, )=(u COSY ,1 SINV (اى‎ 
حيث 7> ۷اک0 . 8 ثابت‎ 


الحل: 
5 2 ۷ 
يما أن 200072 6> 1 وبالتعويض ے2 معادلة المخروط نحصل على المنحنى 
xv )=e” (0182 (cosy ,sinv ,1)‏ 


2 
0 , ماه ور © + اتن 22 + “لا رع = ds‏ 


,-_- otf ۷ (cot 4/2 _ 2 


u = 
e 
gil, gg =4 80 (على سطح المخروط)‎ 


و 


2 
= (cot? 8 +1) dv 
ES ل[‎ + cot? 8 udv =. 1+ cot? 6 E 
0 0 
5 2 GA 
cos Û 


وذلك بالتكامل واستخدام العلاقات المثلثية المعروفة. 


= |2) u” dv 


نمارين (۸) 
انفڪاس. 
(إرشاد: الحركة هي عبارة عن دوران متبوع بانتقال أو العمحس). 
(0) إذا كان 14 ۰ ر 1 سطحان تمثيلهما البارامتري 
“قاس )e D‏ “لتر اه ), ( “سانا د را : ولط( u?‏ 'ه) 8ح ,18 : رلا 
وأن ‏ 11 4# تساوي قياسي مع ر۸1 حيث النقاط ذات الإحداثيات المحلية 
(7,') متساوية تكون متناظرة وإذا عرفنا السطح 4R,‏ + ,الا = , ۸. 
بين أنه يكون 2 تساوي قياسي مع السطح يالا + اللم = ر„ R‏ 
مساحات فإنه يكون راسم تساوي قياسي. 
)٤(‏ أثبت أنه يوجد راسم تطابق للسطح 
(u )cosu*,f (u )sinu,h(u'))‏ 7 تان 7 
عت الى 8 تتفل اة كو الول 2660567 7) إلى سات 
تمر بنقطة الأصل وتنتقل خطوط التوازي (.00851 = '۷) إلى دوائر مركزها ' 


نقطة الأصل. 


(0) ب4 الت رين السابق ادرس حال ةس طح الك رة 
(f (u')=cosu',h(') = sinu')‏ 


اة تفاضا ) 


(1) بين أنه إذا كان السطح يسمح بتمثيل بارامتري تكون فيه .001151 = ب 8 
كان ذلك السطح متساوي القياس معلياً مع المستوى. 
(إرشاد: إذا كانت 0 = ررم ,.0151»© = يرع ,.0051 = ررع فإن 


(gd) + (N gd”)‏ = 7[ وباختيار التحويل الأحادي 


2 س 1 1 )0(7 
U = E22‏ ل 9ل = :11 حيث ¥#0 Det (ie)‏ ( 
O(u' u7)‏ 
(۷) أوجد المنحنيات المتوازية التي تقطع خطوط الزوال 12611018125 للكرة بزاوية 
ثابتة. 1 


(إرشاد: خطوط الزوال .001156 = 75 بے التمثيل الجيوجراے لسطح الكرة 
واستخدام الصيغة التي تعطي الزاوية بين الاتجاه (4/',41/7) : (1,0)). 


(۸) وضح بمثال الفرق بين التساوي القياسي المحلي والموسئع. 
(9) بين أنه يوجد راسم تساوي مساحات بين السطحين 

(ر- E‏ دده رو )ات R‏ 
(۱۰) بين أنه يوجد راسم تساوي مساحات بين السطحين 

- 1 

((*ر+ )= R =(x,y ,xy ),R‏ 
)١١(‏ وضح بمثال أن التساوي القياسي المحلي ليس بالضرورة أن يكون تساوي قياسي 
(7) هل يوجد تساوي فياسي بين المخروط والمستوى. 
(۱۳) احسب الصيغة الأساسية الأولى لكل من السطوح الآتية : 


کو ريك ير كارو اروك بن )00( 


(i1) x =u coshv , y =u sinhvy ,Zz =u? 
(سطح الكرة)‎ 
(iv) ax? + برق‎ 2 + xz =1 (سطح المجسم الناقصي)‎ 


(iii) ×7 +p +z ۾=‎ 


)١4(‏ أوجد معادلة المستوى المماس واتجاه العمودي على السطح 
Xx (U, ( )2 ©0511, 511214, (‏ 
عند أي نقطة اختيارية. 
(15) أوجد المسارات المتوازية ومن ثم المسارات المتعامدة على عائلة المنحنيات 
const.‏ = 4 على السطح *(2/2) - ”('4) = 2. 
(إرشاد: استخدم تعريف (۱۳۸)). 

7 أوجد المسارات المتعامدة على عائلة مولدات سطح المخروط 0 -2 2- ”رر + 2 عر 
(إرشاد: مثل مثال (1۸) حيث 0-45 ) 

(۷) أوجد عائلة المسارات التي تقطع عائلة المستقيمات .7601151 × على المجسم 
المكافئ ([)2 = 2 بزاوية فائمة. 

(إرشاد: مثل مثال (1) حيث (a=;‏ 
(1) أوجد الصيغة الأساسية الأولى للسطح 
(u )sinu,h(u'))‏ كن “نوم ( R(u',u”)=(f (u‏ 
حيث 7 و دوال تفاضلية بالنسبة إلى البارامتر أ1 . 

)١19(‏ أوجد طول قوس المنحنى ۷ = 4 على السطح )»+ Ruy )=(u yv u1?‏ من 
النقطة 0 = ا إلى النقطة 1 = 2. ش 
(إرشاد: استخدم الصيغة المترية وضع ۷ = 1 ثم بالتكامل الخطي كما 2 مثال 
.((VA)‏ 1 5ه 


)٠١(‏ أثبت أن المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات على السطح (۷7, ۸)۷ = ۸ التي 
تنصف الزوايا بين الخطوط البارامترية هي 0= gı (du?)‏ - :( هارع 
(إرشاد: استخدم الصيغة (8.10) وضع اتجاه الخط المطلوب على الصورة 
(7 4, 'لة 4) - » وخط '» البارامتري اتجاهه (1,0) وخط ”2 البارامتري 
اتجه (0,1) ونوجد 056©. ,6056 واستخدم ,260056 = ©6005 حيث © › 
6 ههنا الؤوايا هبق الأتجام 1 والفاسات تفط 4 وط ا زاين هلين 
الترتيب ‏ لااحظ الإشارة 3 تشير إلى المنصف الداخلي والخارجي للزاوية). 
)۲١(‏ أثبت أن عائلة المنحنيات .0251© =(”⁄1,'⁄) /ر على السطح 
R(u',u)=(u'cosu,u' sinu?,au?” +b)‏ 
التي تحقق المعادلة التفاضلية 0 = ”( "1 4) - ”(217)( ”4 + '1)هي عائلة من 
المنحنيات المتعامدة. 
(إرشاد: استخدم (8.12) حيث “ردالة تحقق المعادلة التفاضلية المعطاة). 
(0) أوجد الزاوية بين الخطوط البارامترية على السطح :03 = 2 .عند أي نقطة 
اختيارية ( 0 .)X‏ 
R(u',u”)=(au'cosu?,au' sinu”,bu”)‏ 
b‏ 


المحدد بالمنحنيات 1= 2 ,0 - 147 ,== أن ,0 = ۷ حيث 5 ,4 ثوابت. 
a‏ 


(إرشاد: استخدم الصيغة (8.19) والتكامل السطحي). 
d‏ 3 
(۲۶) أثبت أن المجسم المكافئ الدوراني (”(×) + ”(' ا “زو اليه 
المكافئ الزائدي * *ا ×ه = × لبما نفس المساحة الاسقاطية على 
امكو © عر 3# 


(إرشاد: ضع !/1- ' × 1= * × ب كل من معادلتي السطحين وأوجد التمثيل 
)0 أوجد المسارات المتعامدة على سطح المخروط. 


((رشاد: كما ے2 مثال (1۸)). 


. 2 = أوجد المسارات المتعامدة على سطح السرح بن‎ )۲١( 
.))1۸( (إرشاد: كما ے2 مثال‎ 


(۲۷) أوجد طول قوس المنحنى ۷ = 1 على الأسطوانة ( 0081/,51111/,2) =( 11,۷) × 
(إرشاد: كما 2 مثال (0)). 


(3) أوجد طول قوس المنحنى 1-0056 » 110ء= ۷ على سطح المجسم المكافئ 
+ بردي 0<>0>7. 
(إرشاد: استخدج العلاقة (8.31)). 


9 اوج كزين الت توح ع مهاد ONE‏ 


(إرشاد: كما 3 مثال (۷۸)). 


الباب التاسع 
الهندسة الخارجية للسطوح في الفراغ 


Extrinsic Geometry 


كاهةا ات دخاول ا و ف ا اکن كلذل وت اة 
الاه اناا على اتس انظ وختطوص الأنسناء الحفودى ك اتاد 


مميز ديوبين والصيغة الأساسية الثانية. 


(1.5) الصيغة الأساسية الثانية : The 2" Fundamental Form‏ 
نعتبر سطح 14 ب الفراغ 8 تمثيله البارامتري المنتظم على الصورة 
M :R(u',u)=R(u*)=R(x' (u*)),i =1,2,3;«@ =1,2 (9.1)‏ 
ومنحنى € واقع على السطح 14 وله تمثيل بارامتري بدلالة بارامترطول القوس 5 على 


الصورة 

(s),a =1,2 )9.2(‏ هد كن ( “نه 8 دعر 
آو ما يكافئ 

C:R =R(u°(ئs))=R(x'‎ (4“(s))) )9.3( 


لتكن 7 هي إحدى نقاط المنحنى ): 7 وحدة متجه المماس له عند » 7 وحدة متجه 
العمود الأساسي للمنحنى € عند ط» // متجه الوحدة العمودي على السطح عند 0 
ولتكن © هي الزاوية بين :7» ١‏ أي أن 

cosd=<n,N > (9.4)‏ 
كما هو مبين _ 4 شكل .)۱٩(‏ 





)١5( شكل‎ 


وحدة المماس 71 تتعين من (9.3) وتعطى من 


dR OR ايك‎ oR du 2 





کا i + Ri‏ 1 تل ب ل ل ع لل حت 
.ds Ou' ds Qu” ds‏ 
أو ما يكافئ 
T =R,ui“ )9.5(‏ 
بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى 5 واستخدام صيغة فرينيه التفاضلية نحصل على: 
2 
e‏ °+ عير م = )* kn = (Rg‏ _ 41 كك 
ds ds ds Ou‏ 
kn = Ri +R, gi u (9.6)‏ 
J Rag =R gq = 4‏ لتبادل الاشتقاق محققة وذلك لأن ۸ 
ICEL‏ ن نظرية ينج دل ق محفقة وذلك 8 
دالة منتظمة. 


بضرب طرك العلاقة (9.6) قياسيا 2 ١‏ واستخدام (9.4) نحصل على 


اة تاسية) 


/ cos =<N ,R, <6 + > آل‎ ,R,g > “نكف‎ 


ولكن ١‏ عمودي على المستوى المماس :7 فهو عمودي على 1» <R,‏ و1 عند مر 


.<N,R, << 0 
وبوضع‎ 
Lag =<N ,R,g >=<N Rpg, >=Lg, (9.7) 
a 8 
.. kK 056 =L, gii” إل‎ 
ds ds 
و نآ‎ du “du 
.k 5ك اك اه ووووع‎ )9.8( 
ds ds 


خيد القاء 487 هو انضية الأول 1 أواتصيعة المحرية والنشظ ضيه ترديعية انا 
تنه الصيغة الأساسية الثانية 1051 fundamental‏ "2 ويرمز لہا بالرمز 11 حيث 
I=L,gdu“du®=<d°R,N > (9.9(‏ 
L,,(du')” + 2L dudu?” + L, (du?)‏ = 
إذا العلاقة (9.8) تأخن الصورة 


k cos = )9.10(‏ 
أو (ين ر 
“بك اك وى سآ 
E (9.11)‏ = ووو k‏ 
„g du “du‏ 8 
ملاحظة (۱۸): 


اختصار “42 2 البسط مع “24 2 المقام. 


0ك 


الكميات الأساسية الثانية Lag‏ المعرفة 2 )9.7( يمكن إعطائها £ صورة 
تمصب تفصيلية آ ڪڻر كالآتي: 
RAR,‏ 


ا 


Ly -> 1 الى‎ >=<R [Ris RsR>] 


1 
Ly = =—[Rp, RR] = 


ge 
1 
=—[Ra,R,,R2] 
e 
حيث [ , , ] يعني حاصل الضرب الثلاثي القياسي وهو عبارة عن محدد من الرتبة‎ 
الثالثة.‎ 
:)۲,۹( ملاحظة‎ 
الصيغ التربيعية 1» 11 تكتب بلغة المصفوفات على الصورة‎ 
1=dU (£ „g )dU' ط) ل - 1ل‎ (410 ' 


1 
ولو ىر ]اه 
8 

)9.12( 
L2 


حيث (41, أله) = ۰40 (وے ۰)E‏ (وے[) مصفوفات ذات أبعاد 2 2. 
نمهيدية رثا ): 
الصيغة الأساسية الثانية 11 ليست موجبة بالتحديد 06112116 .positive‏ 

البرهان: 

من العلاقة (9.10) نجد أن المقام 2 الطرف الأيمن يساوي 1 وهي صيغة 
تربيعية موجبة بالتحديد (من الباب السابق) ولكن الطرف الأيسر 6056 م من 
الممكن أن يساوي صفرا أو مقدار سالب أو موجب أي أن إشارة 11 هي إشارة 
0 / وبالتالي فإن 11 متغيرة الإشارة أي ليست موجبة بالتحديد. 


لبه 


مثال ركنا ): 
إذا كان السطح معطى ب صورة مونج (* «,' <) “رع ” × أوجد الكميات 
الأساسية الثانية و [. 
الحل: 
السطح المعطى له تمثيل بارامتري منتظم على الصورة 
(u), u Je D CR (9.13)‏ لت R(u',u?)=(u'‏ 
المشتقات التفاضلية الجزئية الأولى والثانية للدالة الاتجاهية ۸ تعطى على الصورة 
R, = (1,0) ,R, = (0,1)‏ 
R,, = (0,0,f1,), R2, = (0,022), Ra = (0,0,2)‏ 


م ق لسعو 2 ا 


u du“ou* 
3 )0, 0 a8) ٠ 1 )9.14( 
ومن تعريف الكميات الأساسية الأولى وي £ (2 الباب السابق) نجد أن‎ 


11 =1+f 7 8 =f / ود 0 د‎ - 1 +“ 


والمميز المتري £ يعطى من 
E2 e (+f (1+7 )- (f2)‏ 
+f‏ +1= 
g =1+|Vf |“ 77 =) ( )9.15(‏ 


حيث ۷ يعني انحدار الدالة القياسية/بالنسبة للاحداثيات المحلية 7/#,'/2. 
حقل اتةه SS‏ 
RAR,‏ 


A N 
8 


u ل(‎ 


N= 


Na )9.16(‏ 
E‏ 
وبالتالي فإن و[ تعطى 2 الصورة < الووي )1 >ح ويا 
2 8 ل 
ومن (9.14) نجد أن LZ, OA a ORES‏ 
Je HWP‏ ” 


مثال(5.؟ ): 
أونكن الكويات اا اة الثاني على الستوى: 
الحل: 
نفرض أن لدينا مستوى ‏ 10+ ax +by +z‏ 
1 
0عوء , (4- برط - وم-) ند 2.. 
c‏ 
وباستخدام المثال السابق حيث (صورة مونج للمستوى) 


4 و‎ +by +d) 
c 


نجد أن نه" ,0= f ag‏ 


| راجلل 2 Jv‏ ” 
لى أن الكميات الأساسية الكانية على ينطح امستوئ متملمة تطازقيا (الجميّع تقاط 
ا 
مٹال (۳۹): 
أوجد الكميات الأساسية الأولى والثانية على سطح الكرة. 
الحل: 
باستخدام التمثيل الجيوجرا 2 المعروف 


ب( ا 


اسه الماضية ] 


0 عد (u',u*)= (asinu' cosu”,asinu' sinu”,acosu'),a‏ 18 
حيث ۸ تمثل اتجاه أنصاف الأقطار إلى الخارج و © نصف قطر الكرة. 
وبالحسابات التقليدية نجد أن 
g£ =a sin 0‏ ج 0 - 0,8 =a” Sin”‏ ررع, “0 - ررع 
R‏ موه 


کا RE‏ ل 


gE aُ sinu' a 
أي أن العمودي على سطح الكرة 2 اتجاه أنصاف الأقطار إلى الخارج.‎ 
وبحساب وي۸ واستخدام (9.12) نجد أن الكميات الأساسية الثانية على الصورة‎ 





af 
L, =asin 0,L =0, L,, =a 
:) ملاحظة (5.؟‎ 
التكويات الأشانتية الأوق والكاقية م اة ك‎ 
0 مقلوب نصف القطر‎ )9.17( 
522 8ı 4 


1.5 ) المقطع العمودي والانحناء العمودي: 
Normal Section and Normal Curvature:‏ 
4 هذا الجزء نعتبر المنحنى (9.3) عبارة عن تقاطع السطح (9.1) مع مستوى 
7 مار بوحدة العمودي على السطح ١‏ عند 7 فيكون المقطع بالطبع منحنى مستوى 
€. نسمى مثل هذا المقطع مقطع عمودي 566011011 20111121 للسطح عند 7 كما 
هو موضح ‏ شكل (1.1). 


ااا ا 





)١5( شكل‎ 


حقول المتجهات ١‏ ,7 ,7 تقع 2 مستوى واحد 7 وهو المستوى الموجود فيه المقطع 
العمودي. وحيث أن المماس 1 عمودي على كل من 7؛ ۷ إذا لابد أن يكون ۸ = ۸× 
أي ينطبق العمودي على السطح ١‏ على العمودي الأساسي 7 للمنحنى أي أن 0=0 
وليكن ,۸ انحناء هذا المقطع العمودي ومن العلاقة (9.8) يكون 

[11 _ 1. نكمي‎ du 


9.18 الح دح ۸ 

I g „du “du” ( 0‏ 7 
إذأ الانحناء / لأي منحنى آخر ١‏ خلاف المقطع العمودي يعطى من العلاقة 

(9.19) ,5084م / 


الانحناء ,,/ يسمى الانحناء العمودي 10۲1١31. ٥1۲۷31۲١‏ على السطح عند النقطة 
م 2# الاتجاه “42 لنعني 2 الاتجاه (41/7, '/ا4) أي 2 اتجاه المماس لمنحنى المقطع 
بأخذن المقياس لطر العلاقة (9.19) نحصل على 


ظ 


lk, |=|k | (9.20(‏ 
من هذه العلاقة يمكن صياغة النظرية الآتية: 
نظرية ١.5(‏ ): 

الانحناء العمودي أصغر ما يمكن با مقارنة بسائر الانحناءات الأخرى عند أي 
نقطة على السطح المنتظم. 
نمهيدية (5.؟ ): 

الانحناء العمودي خاصية داخلية للسطح. 
البرهان: 


الانحناء العمودي خاصية داخلية للسطح لأنه لا يعتمد على اختيار نظام 
الإحداثيات ولا على حركة السطح ب2 الفراغ ولا على نظام الاحداثيات المنحنية 


(u'7)‏ على السطح. 
نمهيدية (5.؟ ): 
الصيغة الأساسية الثانية خاصية ذاتية للسطح. 
البرهان: 


باستخدام العلاقة (9.18) والتمهيدية (5-؟) وبما أن الصيغة الأساسية الأولى 
خاصية ذاتية إذاً الصيغة الأساسية الثانية هي خاصية ذاتية. 
نظرية (5.؟ ): 

جميع المنحنيات على السطح التي تمر بالنقطة 7 عليه والتي لہا مماس مشترك 
يكون لبا الانحناء العمودي-متساوي. 
البرهان: 


1 
بما أن العلاقة (9.19) تعين الانحناء ,۸ بمعرفة النسبة والتى تتعين 
Uu‏ 3 


a 


فا عط یاس R2‏ 1 للمنحنى على السطح وبالتالي فإن جميع 
1 7 ت 


المنحنيات التي لبا مماس مشترك يكون الانحناء العمودي لہا متساوي. 


نظرية (5.؟): 

إذا علم المستوى اللاصق لمنحنى واقع على السطح عند نقطة ما عليه فإن 
الانحناء العمودي يتعين من العلاقة (9.18). 
البرهان: 

بما أن 0 هي الزاوية بين العمود الأساسي 7 والعمودي ١‏ على السطح وهي 
اهنا الزاوكة يتين وى اتلاصق تسى والعسوذئ 17 عن السطع إذا عه 
المستوى اللاصق يتعين ليس فقط المماس كتقاطع المستوى المماس مع المستوى اللاضق 
وانما يتعين الانحناء العمودي ۸K,‏ من (9.18). 

يمكن تعيين الانحناء ۸ للمنحنى من العلاقة (9.19) وبذلك يكون لدينا 
النتيجة الآتية: 
نمهيدية 1.5 ): 

جميع المنحنيات التي على السطح والتي لبا 4 نقطة.مشتركة على السطح 
مستوى لاصق وحيد يكون لبا انحناء متساوي. 
تعریف (۱۹): 

مقطع السطح بالمستوى العمودي يسمى المقطع العمودي ويرمز له بالرمز , €. 

نعتبرالمماس 7 للسطح ونعتبر مستويين يقطعان السطح ويمران بالمماس 1. 
ونفرض أن أحدهما يمر بالعمودي على السطح ويكون هذا المستوى العمودي والأخر 
يصنع زاوية 6 مع المستوى العمودي. 
الزاوية التي يصنعها مستوى المقطع مع العمودي ١‏ على السطح إما تساوي 0 أو 7 
ويكون انحناء المقطع يساوي الانحناء العمودي K,‏ أو يخالفه 24 الإشارة على الترتيب. 
أما انحناء مقطع المستوى الثاني مع السطح فيتحدد من العلاقة (9.19). ويتضح ذلك 
من هندسة الشكل (51.؟) حيث 


ر( 000000 





شكل (۲۹) 


مثال(ك.ة): 
أثبت أن المقطع العمودي لسطح الكرة التي نصف قطرها © عند أي نقطة هو 
1 
دائرة عظمى انحنائها - . 
a‏ 
الحل: 
نعتير التمثيل البارامتري الجيوجراے لسطح الكڪرة ونقوم يبحساب الكميات 
II‏ 
الأساسية الأولى والثانية كما 2 مثال (۳-۹) والتعويض 2 الصيغة e‏ نحصل 


١ 1 1‏ : : 
على حك .K,‏ وذلك عند أي نقطة و2 أي اتجاه على سطح الكرة لأن , / /2 هذه 
0 ّ 0 


الحالة لا يعتمد على “/41. 


ومن هذه النتيجة نرى أن الانحناء العمودي ثابت عند أي نقطة على السطح ومنحنى 
1 1 
التقاطع منحنى مستوى انحناثئه ثابت ويساوي - (مقلوب نصف قطر الكرة) أي أنه 
E‏ ك 
منحنى دائرة عظمى نصف قطرها ©. 
ملاحظة (3.ة ): 
الانحناء العمودي لا يعتمد على اتجاه المنحنى ') ولكن يعتمد على اتجاه 
السطح أي يغير إشارته إذا تغير العمودي ١‏ على السطح. 


(5.؟) الا نحناءات الأساسية وخطوط الانحناء: 
Principal Curvatures and Lines of Curvature‏ 


لنجعل المستوى المار بالعمودي ١‏ على السطح يدور دورة كاملة حول العمودي 
على السطح. إذا بخ كل وضع من أوضاعه يعطينا مقطع عمودي وانحناء عمودي , ) 
وبالتالي الانحناء العمودي ,۸ يعطى كدالة متصلة ب2 الاتجاه (1/7ك, 'لاله)- ( “ررك) 
ومعرفة ب4 حيز.مقفل (7 > 0 > 0). ومن المعلوم ب24 نظرية الدوال أن أي دالة متصلة 
ومعرفة 4 حيز مقفل لابد وأن يكون لبا نهاية عظمى ونهاية صغرى وحيدة 2 هذا 
الحيز (أنظر حساب التفاضل والتكامل :١‏ ؟: .)١‏ إذا عندما يدور المستوى دورة 
كاملة حول العمودي على السطح عند 7 يكون الانحناء العمودي له نهاية عظمى 
ونهاية صغرى عند 2. 
تعريف (5.؟ ): 

النهايات العظمى والصغرى للانحناء العمودي , ۸ تسمى بالانحناءات الأساسية 
5 2111121021 للسطح عند النقطة 2 ونرمز لبما بالرمز /,,/ وك هذه 
لهاك الاتجاء ( 040,47 ادى تدك هن امحداذء التهائات العظمى والصهرف 
يسمى بالاتجاه الأساسي 0116211011 principal‏ 


لإيجاد الانحناءات الآساسية على السطح (9.1) نضع (9.18) على الصورة 


-L,gdu“du* =0 (9.21)‏ “لك “نمي k,g‏ 
أو بالتفصيل 
du du?‏ يط - ,)2 + “)ا - 2 #) 


(9.22) و 
)(du') =0‏ يرسا - +(k,g&»‏ 


du 
بالقسمة على 4(7( ووضع ج277 = 1 نحصل على‎ 


L4 + 2(k, 8 - Lu + (kK, 822~ L22)=0 )9.23(‏ - ررك 1) 
du‏ 
هذه العلاقة توضح أنه لكل قيمة من قيم النسبة EES‏ لي لكل ممظع e‏ 
7 

يناظرها انحناء ,۸ ولكن لكل قيمة من قيم ۸K,‏ توجد قيمتين للنسبة 1 أي يوجد 
مقطعين عموديين لبما نفس الاتجاه (4103, 'لا4). 
باشتقاق العلاقة (9.22) جزئيا بالنسبة للمتفيرات ل = 22 , ايك = ي( باعتبار 
,۸ ثابت والعلاقة (9.22) دالة ضمنية ج المتفيرات: ”,ي ) نحصل على 
0= زيط - يرع (Kk,‏ + 00( ,رط - ررع (kK,‏ 


(9.24) 
du” =0‏ ورا - د ,/) + 4( يرط - در (kK,‏ 


هذه المعادلات تمثل الشرط الضروري والكاے كي تحدث النهايات العظمى والصغرى 
للدالة ,۸ 2 الاتجاه ( “/47) والتي يمكن وضعها # المعادلة المصفوفية الآتية: 


(9.25) 0 کک KEL‏ 
20 وس - مد #8 درسط- مط 
أو اكا 
(Lap -k, £ „4 )dU' =0 )9.26(‏ 


المعادلات (9.25) يمكن كتابتها ‏ الشكل الآتي: 


م د 


02 0- 1 ا ا ره 
1 لافررطً - لمن .[]- du‏ ع + du‏ ع 


g£.du® -Ldu® lk, 5‏ 
jl1‏ "qduرL-‏ “فيرع 
بحذف 22ل انال من (9.25) وكذلك بحذف ,2 من (9.27) (باستخدام الجبر 
الخطي واعتبار أن (9.25)» (9.27) كل منهما نظام من المعادلات الخطية المتجانشة 
EZ2 - 2L8 ,2)K, +L =0 (9.28)‏ + يرع رط) - kK;‏ 8 
ت 


1 du 
(Z118 ı2 - مدررط) + *( )مما‎ N a )9.29( 


أو 


0 > 2ر L8‏ - يرع رسا + 
على الترتيب. 
المعادلة (9.28) معادلة تربيعية ب2 ,,/ فهي تعطي قيمتين للانحناء العمودي ,۸ هي 
القيم القصوى ر ۸,۸ . بينما المعادلة (9.29) تعطي اتجاهين على امتدادهما تحدث 
المعادلات (9.28). (9.29) يمكن كتابتها 2 الشكل المختصر الآتي: 
(9.30) 0= + عا الع م 
8 


آو )8 ك @( روصا - وج يوسا = ,0,0 = a, du "du‏ 
على الترتيب حيث و0 مصفوفة غير متماثلة› رآ مميز الصيغة الأساسية الثانية 11 
ويساوي إ1 - يرس ,سآ > 1 و 8 المميز المتري. والكميات “8 هي الكميات 


الأساسية الأولى المترافقة وتحقق (8.- “ ©.رى £ حيث 


اس ا 


Deg )= )9.31(‏ ,| ر ”ي 
5١ 8512 5 8‏ 


وتحقق 1-( 7 ع)(, £( 
أي أن المصفوفة ( 67ج ) معكوس المصفوفة ( وى 8). 
من المعادلة (9.30) يتضح أن جذري المعادلة وهما الانحناءات الآساسية 
,2 تحقق العلاقات الآتية: 
(مجموع الجذور) = kı +k, = E‏ 
(9.32) 1 
(حاصل ضرب الجذور) دسح kk‏ 
8 
تعريف (5.,؟ ): 
المقدار (ر,۸+ 1 يسمى الانحناء المتوسط Mean curvature‏ ويرمز له 
بالرمز #7 وحاصل الضرب ر۸ يسمى الانحناء الجاوıسي€CUrV2Ur Gaussian‏ 
للسطح ويرمز له بالرمز كل أي أن 552 H =, +k») kK‏ 
أو 


af 
H 28 Lap 


(9.33) عم 
۰ £ 
إذا المعادلة (9.30) تأخذ الصورة 
k;-2Hk,+K =0 )9.34(‏ 
وهي معادلة من الدرجة الثانية 2 ,,/ وجذورها هي الانحناءات الآساسية. 
ملاحظة ركره ): ش 
ش المعادلة (9.29) تمثل معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الثانية 2 
1 





du 
الاتجاه 7 وبالتالي يكون لبا حلان كل منهما يمثل اتجاه أساسي على السطح.‎ 


2 
Uu 


ي 


نظرية (5.: ): 
على السطح الذي له الخطوط البارامترية متعامدة وكذلك 0= ررط فإن 
Ls 2E‏ 1 
الانحنائين الأساسيين هما ل ,لخت والاتجاهات الأساسية هى المماسات للخطوط 
51 82 
البارامترية على السطح. 
البرهان: 


إذا كانت الخطوط البارامترية على السطح متعامدة (0 > ر8) و0 - وبآ 
فإن 
ذ ووارما - سآ , يرع ع- ع 


0= ”£ لي لله 2 1ل هك دااع 
8 


8 En E 


وبالتعويض عن ذلك كله 2 (9.32) نحصل على 





Ea a La 
811 822 8 د8‎ 
: 2 1 Sa 
اف ع الانحناثين الآأساسين هو مجموع س , كب وحاصل ضريهما هو حاصل‎ 
82 811 مجهو‎ 
1 
بعري للك و يضر قد دوز لست‎ 
811 8 22 €2 81 


لإثبات أن الاتجاهات الأساسية ب2 هذه الحالة هي اتجاهي المماسات لخطي "11,1 
البارامترين» نعتبر صيغة الانحناء العمودي (9.18) 2 الاتجاه ( (dıı',dıı”‏ 
“)يرا + *(40) رط _ 


' g (du) + g (du) 


uu ا‎ 


نختار اتجاه خط 1 البارامتري حيث 0 ± »ل ,0 = du”‏ 


_ Lu (du) _Lu 
e gd”) 811 
نحصل على‎ )4:7 ± 0,4١ = 0( بالمثل باعتبار خط ”1 البارامتري‎ 


.(K,) 


L 
كن‎ 
22 


أي أن الانحنائين العموديين 4 هذين الاتجاهين هما انحنائين أساسين وبالتالي فإن 
الاتجاهات البارامترية على السطح هي اتجاهات أساسية. ١‏ 
ملاحظة ( 5.5 ): 

الجزء الثاني من النظرية السابقة يمكن إثباته بطريقة أخرى وذلك بالتعويض 
عن 0= ربع = ر[ ب2 (9.29) لنحصل على 

(Lug » - يوووا‎ (4 du? =0, يرهم‎ * L281 

ومنها تخطلل على المعادلة التفاهتلية تلاتجاهاث الأمناسية وهي :0 = 44 44 :التي 
تمثل الخطوط البارامترية على السطح. 
ملاحظة (5.> ): 

من المعادلة (9.27) يتضح أن الشرط الضروري والڪاے لكي يكون الاتجاه 
(4!,4:/7) اتجاه أساسي على السطح هو أن تتحقق المعادلة (9.29) والتي يمكن 
كتابتها 4 صورة سهلة ا ج التعامل معها كالاتي: 

(du”)” -du'du” (du') 
E1 E12 E» |=0 )9.34( 
4و‎ Ls 55 


من هذه المعادلة يتضح أن الاتجاهات الأساسية غير معرفة 2 حالتين: 


u س(‎ 


الهندسة التفاضلية 


(1) إذا كان السطح مستوى حيث الانحناء العمودي منعدم لأن 
L2, =0‏ = وما = رسا 

(11) إذا كان السطح كرة حيث الانحناء العمودي ثابت لأن 
عط 
822 51 
و كلتا الحالتين المعادلة (9.34) تتحقق تطابقياً 1481٤1٥311۷‏ وهذا معناه أن أي 
اتجاه على المستوى أو سطح الكرة هو اتجاه أساسي. 
تعريف(5.: ): 

المنحنى الواقع على السطح يسمى بخط انحناء ©5/211115آناء 01 1126 إذا كان 
المماس له عند أي نقطة عليه يقع على امتداد أحد الاتجاهات الأساسية للسطح عند 
هذه النقطة. 
ملاحظة ( ۸4 ): 

المعادلة التفاضلية (9.29) تعطى خط الانحناء ومنها يتضح وجود عائلتين من 
خطوط الانحناء لكل سطح وقد تكون هي الخطوط البارامترية على السطح إذا كان 
0= يرع ,0= ررما. 
نظرية (5.ه ): 

الانحناءات الأساسية على السطح ۸1 عند آي نقطة عليه هي الجذور الكامنة 
(القيم الذاتية) 1/2110 1861© للمصفوفة ( “عي .1) 
البرهان: 

المعادلة المميزة للمصفوفة ( 7 ري .ط1) تعطى من 

Det(L,gg * - 21,(-0 


0= 8= روطو 


0=) “وى عل - * Det(L,gg‏ .. 


CO ص‎ 


اة اتعاضلية ) 


.. Det وى سط))‎ - A8 وزو‎ ^) =0 
=Det(L,g - Ag „g).Det(g“*) 


5 1 0 34 0 
وحيعك أن ® 8) 1 , ع =(„ 8) 1221 لأن المصفوفة (”£) هي 


مععكوس المصفوفة ( وي 8) 
0>(ي 28 - Det(L,g‏ .. 
وبوضع , ۸= نحصل على 
0-(وى Det ((L,g = K,8‏ 
وهي نفس المعادلة (9.28) والتي تؤول 2 النهاية إلى المعادلة (9.30). وبهذا نكون قد 
توصلنا إلى نهاية البرهان. 
ملاحظة ( ۹.٩‏ ): 
من نظرية (0-4) نستنتج أن المتجهات الذاتية للمصفوفة (“ 2 و,.1) هي 
الاتجاهات الأساسية للسطح المنتظم المعرف من خلال 8 ؛ وم . 


( ۹ ) مجسم المكافئ اللاصق: 2212501010 Osculating‏ 

لمعرفة شكل نقاط السطح العام هل هي نقاط من سطوح مشهورة مثل المستوى 
والكرة والمجسم الناقصي والزائدي نقوم بعمل دراسة للسطح ب4 منطقة صغيرة جدا 
حول النقطة وذلك باستخدام مفكوك تيلور للدالة الاتجاهية التي تعرف السطح حول 
النقطة المراد التعرف عليها وبذلك نتممكن من عمل تصنيف لنقاط السطح. 

نفرض أن ۶ نقطة على السطح المنتظم 

M:R =R(u',u?),(u',u)e D cR? 

ونأخذ © نقطة قريبة من ۶ أي ب منطقة الجوار المباشر لبا. ونفرض أن 4 هو مسقط 
القطعة المستقيمة (صغيرة صغر كا) 70 التي تصل بين النقطتين ۲ © حيث 


E 


الهندسة التفاضلية 


d =<POQ,N >‏ 
المسقط 4 قد يكون موجب أو سالب على حسب وضع النقطة © بالنسبة إلى المستوى 
المماس 7,11 (على نفس الجانب أو الجانب المخالف من العمودي ١‏ على السطح //(). 
إذا كانت النقطة 7 لبا متجه الموضع (”⁄,'⁄) ۸ فإن النقطة © على السطح 
والمجاورة لبا يكون متجه الموضع لبا هو (شكل (5.:)). 
R=R(u' +du',u?” +du?”)‏ 
+du”)- R (u ,1*)‏ تو ايوج PQ = R(u'‏ .. 
وتاسد ام جفكوك تيلون حون النقطه ٣‏ ا نحصل على 
PQ =R(u'",u*)+ Rdu' + R du‏ 
+R» (du?)”)‏ “هلصي +2(Rı (du!) + 2R‏ 
+0((du')”,(du”)”)—- R (u ,1*)‏ 
أو ے2 الصورة المختصرة 
PQ - 8 + aR +O0((du')” + (du”)”) (9.35)‏ 


dR =R,du“ ,d°R =R, dudu 
dR eT,M  نأل‎ <dR,N <-0 وبماآأن‎ 


“.d =< PO,N > <a RN >+0((du')”,(du*)”) 


<R, “du”, N >+O((du'),(du?)*) 


u راس(‎ 


[ 


7 =2 <R >du“du” +0((du')”,(du*”)”) 


4 “تر‎ +0((d')*,(dıı*)*) 


.. 2d =1 +0 (du) ,(du”)*) )9.36( 





شكل (5:) 
إذا الصيفة الأساسية الثانية 11 تمثل الجزء الأساسي من ضعف مسقط 20 على N‏ 
والقيمة الموجبة من 11 تمثل الجزء الأساسي من ضعف المسافة العمودية من © على 
المستوى المماس للسطح عند 2 وإذا كانت © قريبة قرب كا من 7 بحيث 
(4:1(7,)41/(7)) 0 يؤول إلى الصفر فإن الدالة التربيعية 


(9.37) كي“ 1- دو 
2 2 
تصف مجسم مكافئ 1 يسمى المكافئ اللاصق 2818601100 05611131128 عند 
النقطة ‏ لأنه معرف 4# منطقة الجوار المباشر من الرتبة الثانية للنقطة ۶ أي أن الدالة 
4 تحتوي على اتقات التفاضلية ذاث اتر الثائية فقظ: وك هذه الحالة يقال أن 
شكل السطح 11 بالقرب من النقطة 2 يشابه تقريباً 101112111 شكل 


لاا ا 


السطح .M‏ السطح M‏ يسمى التقريب التربيعي 22710111212]101 quadratic‏ 
للسطح 1 بالقرب من 7 . وهذا التقريب يناظر تقريب فرينيه للمنحنى 2# الفراغ (الباب 
الاد 
ملاحظة ٠١.5‏ ): 

المعادلة (9.37) معادلة جبرية من الدرجة الثانية ب2 المتفيرات ,"يبء 04 
وبالتالي فهي تصف سطح مخروطي 5101519266 6011681 (سطح درجة ثانية) ملاصق 
للسطح 11 عند النقطة ”/. 

وجود المجسم اللاصق ووحدانيته عند النقطة ۶ يسمح لنا بإجراء تصنيف تقاط 
السطح وهذا التصنيف يعتمد على مميز الصيغة الأساسية الثانية 7 وي نفس الوقت هو 
نفسه مميز الجزء التربيعي 2 المعادلة (9.37) التي تصف سطح الدرجة الثانية 
(المكافئ اللاصق) (ارجع إلى البندسة التحليلية 2 الفراغ). 
تعريف (3.ه ): 


يقال أن النقطة ۶ على السطح 1 نقطة ناقصية ©1]م111» إذا كان 0 < را أي 


إذا كانت المعادلة (9.37) تصف مجسم مكافئ ناقصي 818501010م 12]م11اء وج 
منطقة الجوار المباشر للنقطة الناقصية يكون السطح 2 جهة واحدة من المستوى 
المماس 7,٧1‏ عند 7 كما هو موضح 4 شكل (0.5). 








يقال أن النقطة 72 على السطح 1 نقطة زائدية ©0615011لاظ إذا كان 0 > ,1 
أي إذا كانت المعادلة (9.37) تصف مجسم مكافئ زائدي 2212601010 hyperbolic‏ 
(سطح سرج) وك هذه الحالة يوجد خطين مستقيمين مختلفين © المستوى المماس 

1م للسطح عند 7 ويقسمان المستوى المماس إلى أربعة مقاطع فيها تتغير إشارة ك 
من موجب إلى سالب وعلى هذين الخطين تكون 0 = 4 » وي منطقة الجوار المباشر 
للنقطة ۶ يقع السطح على جانبي المستوى المماس عند '/ كما هو موضح 4 شكل 
(9.ت), 


N 





شكل (5ه) 
تعريف 7.5١‏ ): 
يقال أن النقطة / على السطح 11 نقطة مكافثة 03186011 إذا كان 
المجسم اللاصق عند هذه النقطة يتحول إلى مكافئ أسطواني 112061لإء parabolic‏ 
(أسطوانة مقامة على قطع مكافئ) أي أن 0= //: الكميات و[ ليست جمعيها 
أصفار. 2 هذه الحالة يوجد خط مستقيم واحد 2 المستوى عند 2 طوله 0 = 4 . كما 
هو موضح 4ے شكل .)0١.1(‏ 








شكل (5/) 


تعريف (۸4): 

النقطة على السطح تسمى نقطة مستوية إذا كان 0= ول تطابقياً أي 0 = 4 
لكل اتجاه (41/',41/7) أي أن المجسم اللاصق عند هذه النقطة يتحول إلى مستوى هو 
المستوى المفامن عند هذه النقظة: وج هذه الحالة الاتحتاء العمودي يتغدم تطابقيا. 
تعريف( ثيه ): 

النقطة التي عندها الكميات الأساسية الثانية و[ والكميات الأساسية 
الأولى وع متناسبة تسمى نقطة كروية أو نقطة صرّة 10110111221 و هذه الحالة 
الأمناء العمودى قايت تطايقي] (اى لجفيخ تقاط السطع امكل نقطة اضر جد بط 
الإنسان. 
مثال ( 0.5 ): 

المستوى كل نقاطه نقاط مستوية والكرة كل نقاطها نقاط كروية آما 
الأسطوانة فكل نقاطها نقاط مكافثة. ش 
الحل: 

E a aman ma خاته‎ 
لكل منهما.‎ 


)ا 


اة نعضي ) 


أما بالنسبة للأسطوانة نعتبر تمثيل بارامتري عام لأسطوانة مقامة على المنحنى 
المستوى ( ×) “رح ر (راجع البندسة التحليلية 4 الفرقة الأولى) على النحو الآتي: 
eI CR‏ أن( كزان كرأ ةامر 
بحساب المشتقات حتى الرتبة الثانية نحصل على 
;)0,0,1( = يل R, =(1,f',0),‏ 
“R= (0 ",0), Ro = (0,0,0),R,, = (0,0,0);‏ 
. ع - ”2 =0,1+f‏ ررع,1- برع , * /ر+ 1ح ررع 
وحقل متجه العمودي على سطح الأسطوانة هو 
ل كك 
+f? dx‏ 


والكميات الأساسية الثانية تعطى من (9.12) على الصورة 


N = 





0 روط , 0- ورب , 1 


دل 11 

إذاً ور ليست جميعها أصفار» 0 = £ أي أن كل نقاط الأسطوانة نقاط مكافئة. 

نعطي الآن نظرية توضح علاقة نوعية نقاط السطح بإشارة الانحناء الجاوسي. 
نظرية ( 5.5 ): 

النقطة على السطح المنتظم تكون ناقصية أو زائدية أو مكافئة أو مستوية إذا 
كانت 0 < ۸ أو 0 > ۸ أو 0 = £۸ أو 0= ۸ و0 - وآ لجميع قيم 4,8 على 
الي 
الحل: 

البرهان واضح من العلاقة 2 - > حيث 0 < ي إذا إشارة £ تتفق مم إشتازة 


رك و استخدام التعاريف السابقة. 


اخ اا 


مثال 5.5" ): 
بين أن الانحناء الجاوسي للكرة لا يعتمد على اتجاه الكرة بينما الانحناء 
المتوسط يعتمد على اتجاه الكرة. 
الحل: 
1 
بينا 4 مثال )٤.۹(‏ أن الانحناء العمودى ۸K,‏ ثابت ويعطى من ¬= ,۸ حيث © 
ك 7 
نصف قطر الكرة وأن حقل متجه العمودي على سطح الكرة 2 اتجاه أنصاف الأقطار 


للداخل أو الخارج أي ا N‏ وبالتالي فإن 


e جبفه‎ 

04 822 8511 
لوج انيل HCE‏ مام ودع 
a 2 0 a‏ 


وهذا يوضح المطلوب 2 المثال (أي أن إشارة ۴1 تتفق مع إشارة .)N‏ 


Dupin's Iıdicarix jg je (0.4) 

4 هذا الجزء ندرس مقطع المجسم المكافئ اللاصق المناظر للمقطع بالمستوى 
d= const.‏ . 
تعريف (۱۰): 

القطع المخروطي 56611011 0۸1٥١‏ المناظر للصيغة التربيعية .0051© = 11 
يسمى مميز ديوبين <11101211:1 .Dupin's‏ 
ملاحظة ( ١١.5‏ ): 

مميز ديوبين هو مقطع المجسم المكافئ اللاصق بالمستوى .001151 =4 لنحصل 
على معادلة من الدرجة الثانية 2 المتفيرات 40,4147 وبالتالي فهي تمثل قطع 
مخروطي. 


u م(‎ 


اف اميد ) 


نحاول الآن إيجاد الصورة القياسية لمعادلة القطع المخروطي ولذلك نفرض أن 
السطح 1 أمكن تمثيله من خلال صورة مونج البارامترية الآتية 
u” )e D cR?‏ أن) (( كسان uf‏ ان) ع R‏ 

بحيث المستوى المماس 14م عند النقطة 7 ينطبق على المستوى الإحداثي *٠‏ عا × 
وأن ۶ انطبقت على نقطة أصل الإحداثيات وبالتالي فإن المماسات ر۴ ,۸ للخطوط 
البارامترية على السطح عند النقطة ۶ تنطبق على متجهات الوحدة الثانية ي©, © 2 
اتتهاه محاون الاخدافاع * ٠,6‏ م على الترضت: 
f @‏ 
2u? ` au'‏ 

(R,), =(1,0,0) -)1,0,)7(5(‏ 
وكذلك بالنسبة للمماس ر۸ إذأ 0= (ر)=م(,) 
كما يتضح من شڪل )۸.٩(‏ 


يترتب على ذلك أن تساوي صفر عند نقطة الأصل لأن 





)۸٩( شكل‎ 


وبالتالن فإن الكميات الأساسية الأول عضن نقظة الأضل هى 


> ولو <R,.Rg > =< (R„).(R‏ 2 )0(„ 8 حت وى 8 


وي6 = > م ©,ي © >- 


285 


1- يرع .20 يرع ,1= ررع .. 


وبالتالي فإن ,/ يؤول إلى 


(9.39) يك “اك وى سآ 00 5 
(du!) + (du?)‏ [ " 
du'‏ 


2 
U 





بما أن الانحناء العمودي ,» يعتمد فقط على النسبة 
بتبسيط العلاقة السابقة وذلك باختيار 
2(2-1يك) + )d'(”‏ أي باختيار 0©مأوح du”‏ , 580مع- du'‏ 
2L,,sinOcos@ + L,, sin” © (9.39)‏ + 052:0 ر,k,=L‏ .. 
نفرض أن ج Kk,‏ وكذلك x' =rc080,× ” =r s10‏ 
إذاً وبالتعويض ‏ (9.39) نحصل على 
x” +L,,(x*?)”=+1 (9.40)‏ ع ,21 + L(x)‏ 


هذه المعادلة تحدد قطع مخروطي 2 المستوى ” ×' × يسمى مميز ديوبين. 





ملاحظة (5.؟1): 

المسافة ” من النقطة (* *,' ×) على القطع المخروطي إلى نقطة الأصل تساوي 
مقلوب | ,۸| ل ے الاتجاه E‏ 

du” sing 7 a 


من معادلة الدرجة الثانية (9.40) وبمراجعة ما درسه الطالب 2 الفرقة الآولى 
حول تصنيف معادلة الدرجة الثانية نتوصل إلى النتائج الآتية: 
نمهيدية (3.ة ): 

إذا كانت النقطة م نقطة ناقصية (0 < [) فإن مميز ديوبين المناظر لبا عبارة 
عن قطع ناقص كما هو موضح ‏ شكل (15). 





شكل (15) : قطع ناقص 


ننهيدية 50.5 ): 

إذا كانت النقطة م زائدية (0 > ) فإن مميز ديوبين يتحكون من زوج مترافق 
من القطاعات الزائدية بحيث ,/ يكون موجب على أحدهما وسالب على الآخر كما 
هو موضح © شكل .)٠١6(‏ 


اتجاه أساسي 


/ 


شكل )٠١.5(‏ : قطاعات زائدة مترافقة 


05 


نغهيدية 7.5 ): 

الخطوط التقاربية المشتركة للقطاعات الزائدية المترافقة تناظر 0 > ,,/. 
ننهيدية ركم ): 

إذا كانت النقطة ر نقطة مكافتثة (0 = ) فإن الطرف الأيسر من المعادلة 
(9.40) يمكن تحليله إلى عاملين من الدرجة الأولى وبالتالي فإن مميز ديوبين يتڪون 
من زوج من المستقيمات المتوازية واتجاههما هو الاتجاه الذي عليه 0= ,/ و4 حالة 
النقاط المستوية فإن مميز ديوبين غير موجود. كما هو موضح 4 شكل .)١١.١۹(‏ 


2 





شكل )١١1١‏ : زوج من المستقيمات المتوازية 
تعريف ( ١١.5‏ ): 
النقطة على السطح تسمى ناقصية كروية (مكافثة كروية) إذا كانت 
كروية ناقصية (كروية مكافئة) أي إذا كان 00251.20 = ,۸ وكل الاتجاهات 


© 


اسه صن ] 


على السطح هي اتجاهات أساسية حيث 0 < £( 0= ,)۸ء 0 = اء و[ ليست 
ES‏ 
مثال(7.5): 
كل نقطة على سطح الكرة هي نقطة كروية ناقصية لأن 0 < 1 وكل 
اتجاه هو اتجاه أساسي. 
مثال (ث٠م‏ ): 
كل نقطة على المستوى هي نقطة مستوية أو مكافئة كروية وكل اتجاه هو 
اتجاه أساسي (0 = 1ء 0 > وى .1). 
مثال ركية ): 
الانحناء الجاوسي والمتوسط للمستوى منعدم لجميع نقاطه. 
مثال ك1 ): 
أثبت أن سطح المكافئ الزائدي *(2 ×) - ”('×) - × مكون من نقاط 
زائدية ‏ أوجد مميز ديوبين عليه. 
الحل: 
السطح معطى 4 صورة مونج الكارتيزية ويكون لبا تمثيل بارامتري منتظم 
على الصورة الاتجاهية الآتية 
R(u',u*)=(u',u,(')” - (4))‏ 
وبحسابات روتينية نجد أن 
R, = (1,0,2), R, = (0,1,24) ;‏ 
; )0,0,0(= يبل ,)2-,0,0( = يول ,)0,0,2( = R,,‏ 
;4(7 + 1= ررع , 7 4- = رع , )4 +1= رع 
, )4+ ”))4 +1= ع .“. 


1 
Nae 
e 


(-2u',2u,1) , 


4- 
( ,")7 , 0< درل ,0 [p=‏ کہ = يط ER‏ 
8 


وبالتالي فإن السطح yy‏ 
عند نقطة الأصل (0,0) = (”⁄,'⁄) يكون 
2-- يرط ,0= وطوة > رط ١‏ 1= يرع ,0 - ورع ,1ع ررع 
112 1۱2 
(a)‏ رم 2 
(du ) + (du)‏ 
بوضع 10 ,x? =rsin@ , du' =cos@ , du” = si‏ 56م م د x!‏ 
حت 1 2 
lk ,(0)|‏ 
نحصل على مميز ديوبين على الصورة: 


12 _ r202 1 
ET 





وهي معادلة من الدرجة الثانية معرفة ب2 المستوى ” ا ×0 وتعرف قطع مخروطي عبارة 
عن قطعين زائدين فائمين ومترافقين كما هو موضح 4 شكل .)١175.5(‏ 
1 


XxX 
k,|<0 
(0, 
kK, >0 ١ kK, >0 
00 x 
)-,0( 0 
0 
k <0 





شكل )1١.4(‏ : المكافئ الزائدي 


واضح أن القيمة العظمى والصغرى للانحناء.العمودي هي 2 ,2- وتأخذ على امتداد 
ET‏ ×0 . والاتجاهات الأساسية عند (0,0) = هي اتجاهات المحاور 
0 0 على الكرتيب: 
ملاحظة :)۱١.۹(‏ 
4 المثال السابق كانت (0)ر,[=(0) رع أي أن المماسات للخطوط 
البارامترية (محاور الإحداثيات) عند نقطة الأصل منطبقة على الاتجاهات الأساسية. 
مثال :)١١.5(‏ 
أوجد عائلتي خطوط الانحناء على سطح المكافئ الناقصي الدوراني 
2رر+ ×= 2 وأوجد نقطة الكروية إن وجدت. 
الحل: 
السطح المعطى 2 صورة مونج وله التمثيل البارامتري المنتظم على الصورة: 
R = (uu, + (4))‏ 


وكما 2 المثال السابق نجد أن 


ظ © 


وكذلك فإن 


4 
0 ست را, 0 - رونا , 2 - ورا - Lı‏ 
5 


بالتعويض عن وى 8 » و[ 2 المعادلة التفاضلية (9.29) التي تعطي الخطوط الانحنائية 
نحصل على 
(du)? + (u7)? - (u) )du du” -u' u” (du) = 0‏ تيان 
و بالتحليل يڪون لدينا 
(udu +udu”)(u du -u'du”)=0‏ 
“u du' +u du” =0 or u du' -u' du” =0‏ 
حل المعادلة التفاضلية الأولى هو عائلة من الدوائر مركزها نقطة الأصل وتعطى من 
(u) + (u?) =C‏ 
حل المعادلة التفاضلية الثانية هو عائلة من الخطوط المستقيمة ۷ر 0= "4 والتي تمر 
ينقظة الأضل: 
إذا التتطوظ الآوطنائية على السطع مون هن عا من الخطوظ اة وضائلة ن 
الدوائر كما هو موضح بے شكل (5.؟1). 
عند نقطة الأصل تكون 0 = 1= ' 1 والكميات الأساسية الأولى والثانية تصبح على 
اة 
2- يرط ,0= ورا ,2= رط ;1= يرع ,0= يرع , 1- ررع 
أي أن الكميات الأساسية الثانية والأولى متناسبة عند نقطة الأصل وبذلك تكون نقطة 
الأصل هي نقطة كروية وباقي نقاط السطح كلها ناقصية (باستخدام التعريف). 


لاله د 





المكاذئ الناقصي الدوراني 


)١١5( شكل‎ 


نظرية (7,5): 

الخطوط الانحنائية على السطح تكون شبكة من المنحنيات المتعامدة. 
البرهان: 

نعني بالشبكة المتعامدة هو أن الخطوط الانحنائية تتقاطع على التغامد فيما 
بينها مثنى مثنى ونوضح ذلك كما يلي: 
من المعادلة التفاضلية (9.29) للخطوط الانحنائية نجد أن 


700 b b+» © 
=+ |) -= , 440 41 
du” 2a 0 a ( ) 


L082 “L328 2‏ = عون قيسا - LE»‏ - او هرسا - و عرسا ع ه 


حيث 


م 


وبالتالي فإن الاتجاهات الأساسية على السطح (المماسات للخطوط الانحناثية) لها 
الاتجاهات 


س( ا 


(4*)=($, Dd? ,) “لم‎ (-)7,1( 4“ , 
م‎ lb» cb Îb» م‎ (9.42) 
ا‎ 


وباستخدام الصيغة (8.10) التي تعطي الزاوية بين الاتجاهات على السطح نجد أن 
جيب تمام الزاوية بين الاتجاهات الأساسية على السطح يساوي صفر إذا تحقق 

)9.43( 0 ريوع +(7+ 4) يرع +77 4ع 
وبالتعويض عن 77, ج حيث 

9 6 

---1+ 6 , 1ه 
0 0 
وبالتالي فإن شرط التعامد (9.43) يصبح على الصورة 

(9.44) 0-مروع + 5ر ع - 6ررع 
وبالتعويض عن © ,5 ,4 نجد أن الشرط (9.44) يتحقق تطابقياً بمعنى أن أي خطين 
انحنائيين عند نقطة ما على السطح يتقاطعا على التعامد. 


الهندسة التفاضلية 


نمارين )٩(‏ 
)١(‏ أثبت أن قيم الانحناء الجاوسي £ والانحناء المتوسط ٨1‏ على السطح 
امت R =(u' +u u‏ 
1 1 
هي H IG‏ 
)١(‏ أوجد النقاط المستوية على سطح سرج القرد monkey saddle‏ 
u)‏ )3(7- تراه تايدامر 


عند النقطة 1= ”1 ,1- ' = K‏ 


(۳) أثبت أن الانحناءات الأساسية على السطح 0= بروون 2  -×‏ دوزو ' x‏ 
1+ 
(e1) + (2)2‏ +1 


وبين أن الانحناء الجاوسي سالب وأن الانحناء المتوسط 


2 
×1 
(إرشاد: معادلة السطح تأخذ شكل مونج س "مها = * ×) 
Xx‏ 
)٤(‏ أوجد النقاط الكروية على سطح سرج القرد monkey saddle‏ 
-3xy ˆ‏ ×= جع 
(0) أثبت أن كل نقط الأسطوانة العامة هي نقط مكافئة أو نقط مستوية. 


(3) أوجد الخطوط الانخنائية على السطح 7 لأ ! ×= × وكذلك أوجد 
الانحناءات الأساسية. 


0372 بين أن أي اتجاه على كل من سطح الكرة والمستوى هو اتجاه أساسي. 


(۸) أثبت أن الانحناء الجاوسي م والمتوسط 77 على سطح الكرة يحقق .K =H‏ 


u س(‎ 


XxX 1‏ 
(9) أوجد الانحناء الجاوسي والمتوسط للسطح و 
1 × ل 


)٠١(‏ أوجد الانحناء المتوسط والانحناء الجاوسي للسطح :040 = 2 عند النقطة 
0 = برع ×» » ثابت. 
)١١(‏ أوجد الانحناء العمودي للمنحنى 1=۷ على السطح ( /1, 511270 1, .R = (u COSY‏ 


aa 


Hz < =1 أوجد النقاط الكروية على المجسم الناقصي‎ )١0( 


ا 
5 


)١(‏ أوجد الانحناءات الأساسية للسطح tan‏ ×= ل  »‏ ثابت حقيقي. 
(18) أوجد الانحناء الجاوسي والمتوسط وخطوط الانحناء على السطح 
0 عد R = (u cosu?,u'sinu”,au') , a‏ 
(15) أوجد التقريب التربيعي (المجسم اللاصق) عند نقطة الأصل للسطوح 
(i) 2 =(x +3y)‏ ق 2 (i)‏ 


(11) أوجد مميز ديوبين على السطوح الآتية 
ر ”×= جع z=xy (i)‏ )( 
2 ررنزة - ×= ع2 (iv)‏ بر- ةجرد جع (ii)‏ 


)078( z= tan 


اة تعاضية ) 


الباب العاشر 


الصيفة الأساسية الثالثة 
The Third Fundamental Form‏ 


هنذا البابيعاول الصا اة الى كلق يرك عفل جه المفودى 
على السطح والتي تسمى خصائص المميز الكروي بطريقة مشابهة لما تعرضنا له بك 
نظرية المنحنيات. وفيه نعرف الصورة الكروية أو راسم جاوس والصيغة الأساسية الثالثة 
ومؤثر الشكل ومعادلات رودريجز وأويلر وك نهاية الباب نتعرض للخطوط التقاربية 
على السطح. 
)1١(‏ الصورة الكروية ( راسم جاوس ): 

Spherical Image (Gauss Mapping): 

تعريف (۱.۱۰): 

نفرض أن #ح 14 سطح منتظم له توجيه N‏ . الراسم (التطبيق) 

3[ جل 4: 77 الذي يأخذ قيمة على كرة الوحدة 5016156 unit‏ 


S2(1)={x =(x',x,x eR عدا‎ 7=} 


يعرف راسم 3ح( 52ج N :M‏ يسمى راسم جاوس 1222711185 Gauss‏ 
للسطح 1 كما هو موضح 2 شكل )1١١(‏ حيث (7)1 5ح ( 14) ×= '14. 








:)١.٠١( ملاحظة‎ 


من السهل التأحد أن راسم جاوس ۶0 ع , ممت ر تفاضلي 
116121 لأن كل من ر۸, ,۸ تفاضلي (من تعريف السطح المنتظم 
(R =R(u' u?)‏ 
نمهیدية (۱.۱۰): 
إذا كان (1)” ىج 11: N‏ فإن التفاضلي , 477 (4/7 محسوبة عند 
النقطة ) للراسم N‏ هو راسم خطي 185 1152681 من المستوى المماس ۸1ر7 
للسطح 4 إلى التو المماس () 5ری بآ کو 
وبما أن المستويات المماسية 7,14 › (1) كريب متوازية وذلك من تعريف راسم 
جاوس إذاً يمكن النظر للراسم , ۸ على أنه راسم خطي من 1,14 إلى نفسه 
وبذلك يمكن تلخيص ما سبق 4 الآتي: 
إذا كان لدينا سطح منتظم ( ,)۸= ۸: ۸1 فإن راسم جاوس 
a NM SO‏ 
ولج 
e‏ 


١ dN ىر‎ :T,M ل جب‎ 


د 


N (u',4*) 


)ل 


ملاحظة (١٠؟‏ ): 

إذا كانت (2)!/ نقطة على سطح كرة الوحدة فإن (//7/)1 (صورة السطح) 
هي منطقة من (1)” 3 أي (1)* 5>( 11) 14-17 (شكل .))139١(‏ 
تعريف (١٠.؟‏ ): 

الراسم الخطي 11, ج ,ر '1: ر اله يسمى التفاضلي لراسم جاوس 
أو مؤثر الشكل 026121601 .Shape‏ 

الآن نوضح هندسياً ماذا نعني بمؤثر الشكل: 
نأخذ منحنى منتظم 14 -(0:)1 عليه نقطة 1/4 >(0)0-<27 فإن صورته 

١ )»)⁄((=١ )(‏ هو منحنى واقع على الكرة (7)1 3 وهذا معناه أننا اعتبرنا 
العمودي ١‏ على امتداد المنحنى (⁄)2 . متجه المماس ((0')0) , 0(=4۸)' N‏ هو 
متجه 2 7,1 ويقيس معدل تغير العمودي ١‏ عند 0 = 1 عندما يتحرك على امتداد 
المنحنى ()02 . أي أن , ۸ يقيس مدى انحراف N‏ بعيداً عن (7/)2 © منطقة 
الجوار المباشر للنقطة 7 كما هو موضح 2# شكل .)533١(‏ 
N(p)‏ 


a'(0( 


(u) 


شكل (۲.۱۰) 
مثال(١٠.1):‏ 

بالنسبة للمستوى يكون العمودي ١‏ ثابت لجميع النقاط وبالتالي فإن 0 = N‏ 
كما هو موضح ف شكل .)٣.۱۰(‏ 





مثال 3030٠١‏ ): 
بالتكفية ك اکر( "5 :لمك بار ترب اتل ان كانه 
(01,:2) 8 = ۸ المعرف ف الباب السابع رأينا أن حقل متجه الوحدة العمودي هو 


Na E نصف قطر الكرة‎ ۵( 
a 


حيث الإشارة +» - تشير إلى اتجاه العمودي إلى الخارج 00۷4۲4 أو إلى الداخل 
310 من المركز على الترتيب. 
حقل العمودي على امتداد منحنى ( )02-0 واقع على سطح الكرة يعطى من 
(u)‏ ع ال ناك 
0 
وهي دالة اتجاهية 4 1 ولذلك نحصل على 
ن R‏ 


N (u ( ح‎ + 


مح ل - ري)' dN (R'(u))=N‏ 
بمعنى أن 
,v =R'(u)eT,(S (a)),p €S *(a))‏ --(6, اله 
وهذا معناه أن مقياس التغير ثابت ولكن يختلف 2 الإشارة على حسب اختيار توجيه 
سطح الكرة كما هو مبين بے شكل .)1٠١(‏ 


الهندسة. التفاضلية 
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شكل (۱۰۔٤)‏ 
مثال(١٠.؟):‏ 


بالنسبة للأسطوانة الدائرية القائمة 1= ”+ ”× والتي لبا تمثيل بارامتري 


منتظم على الصورة 
)47 )4( - ال R(u',u*)=(u',‏ 
من السهل الحصول على حقل متجه الوحدة العمودي ١‏ على الأسطوانة حيث 
N =(tx,±y,0)‏ 

حيث العمودي متجه إلى محور الأسطوانة (إلى الداخل) أو إلى الخارج ويتوقف ذلك على 
الإشارة سالبة أم موجبة. 

نأخذ منحنى واقع على الأسطوانة وليكن 1=(⁄)” ر+(/⁄) × حيث كل 
من ل( ,× دالة ج البارامتر 1 آو بج الصورة الاتجاهية 

))4( ”4 ”)) 4(4( 1( ,)4( '1))=(4( ° 1)1( أن R(u)=R‏ 
إذا حقل متجه الوحدة العمودي على امتداد هذا المنحتى يأخذ الصورة 

N زه‎ -)- (u), ty (),0) 


اس سس سس 


وبالتالي فإن 
(u), ty ')24(,0(‏ حل ) ح( dN (R'(u))=N "(u‏ 
حيك ( ۸= ١‏ المماس للمنحنى الواقع على الأسطوانة فمغلاً إذ ا كان ۷ يوازي 
المحور 0837-2 للأسطوانة فإن ٠‏ 
dN 0 )=0=ov‏ 
وإذا كان المماس ‏ للمنحنى موازي للمستوى 7× (مستوى قاعدة الأسطوانة) فإن 
dN (ww )=w =lw‏ 
ومن تعريف القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمؤثرات الخطية (جبر خطي) يتضح أن ۷› 
W‏ متجهات ذاتية للمؤثر الخطي 4/7 تناظر قيم ذايتة 20 1 2 حالة ۷ يوازي محور 
الأسطوانة أو 14 موازي لقاعدة الأسطوانة على الترتيب. كما هو موضح ‏ شكل 
.)03١(‏ 





شكل (۱۰۔٥)‏ 


ملاحظة (١٠.؟‏ ): 
القيم الذاتية 0 ,1 لمؤثر الشكل ١‏ هي الانحناءات الأساسية 2 اتجاه 
الاتجاهات الأساسية (0,0,1) = ۷ء (1,1,0) = 10 (المتجهات الذاتية للمؤثر الخطي). 


الله د 


وعليه يمكن تعميم المثال السابق على الصورة 
dN) - - kv‏ 
حيث 6 اتحناء امنابيء ۷ هو اتجاء أساسي: 
توجد علاقة رائعة بين مساحة السطح ومساحة صورته الكروية والانحناء الجاوسي 
ونبين ذلك من خلال النظرية الآتية: 


نظرية :)1.١(‏ 
الانحناء الجاوسي >2 عند أي نقطة 7 على السطح المنتظم ( “20 ]1 - ۸ 
يعطى من 
(10.1) ست" 
يم IR^R,|‏ 
البرهان: 


فآ ال مته التو الكرويية عة ا تقحل مقط 
N =١ )»",4(‏ وبالتالي فإن ۶0ر ۸^ ١,‏ وكذلك ۸۶0^ ,۸ . 
بماأن ي ١‏ واقع 2 المستوى المماس 1,1 لأن // حقل متجه وحدة عمودي على 
المستوى المماس. إذاً ۾ ١‏ يمكن كتابتها 4 صورة تركيبة خطية من المتجهات ۾ ۸ 
(أساس المستوى المماس) على الصورة 

N,=al Rg , a8 =1,2 )10.2( 
ولہدا‎ 

dN (a'(u))=N u" +N u” 


=(alu" +au JR, + (alu" +alu”)R, 


6 0 
2 2 1 2 و 
7 ولك رd Uu‏ 


إذا المصفوفة 4© هى مصفوفة مؤثر الشكل shape operator matrix 4N‏ 


ااا جيم اس 


ونكون حاصل الضرب الاتجاهي (من (10.2)) 
(راليه + النماى (رل نه + Nı^N,=(alR,‏ 
وباستخدام خواص حاصل الضرب الاتجاهي نحصل على 
AN, =(ala “ata )R, AR»‏ ,م 
=Det (al JR, AR, )10.3(‏ 
وبأخذ القياس للطرفين يكون لدينا 
| وقمرلفا_اوقمى لها 


(10.4) 
8 | يكلم كلا 


Det (a )= 


وباستخدام العلاقات التي تعطي الكميات الأساسية الثانية و[ على السطح نجد أن 
> وله + >=—<R,alR,‏ , الى 8 >- << الى 8 >- Lı‏ 
<R, ,R, >‏ (ه-< =-al <R,R,‏ 
Do = -a81 - a82‏ 
بالمثل نحصل على 
يدنه - 8= L»‏ , يرع أه- يرع زه - La‏ 
آو ‏ صورة مختصرة 
(10.5) رم 8 04 -- Lag‏ 
الطرف الأيمن حاصل ضرب مصفوقتين بمعنى أن 
(رم 02()8)<-(وط-) 
وبأخذ المحدد للطرفين نجد أن 
) ,۾ ع Det (-L,g)= Det (af) Det(‏ 


e ال‎ 


1 فة اصن 


. L=Det(al).g 
0 Dea ak 
8 


وهو المطلوب. 
ملاحظة ( ٤۱١‏ ): 
من العلاقة 0r‏ 8 نح ووس يمكن الحصول على 
(a )=(~Lag)(Eg,)‏ 


)10.6( )*g()و„,L-(=‏ 
. وبالتالي المعادلات الآتية: ,۸ 4 = ي ١‏ يمكن كتابتها على الصورة 
ER, )10.7(‏ ور - در لا 


أي أن المؤثر الخطي ١‏ يتحدد من خلال المصفوفة 
(10.8) (7هومط) --روه) 


W-operator أو‎ Weingarten matrix 


نظرية (۲.۱۰): 
الانحناء الجاوسي ا والانحناء المتوسط 7/ يعطى (من خلال مؤثر الشكل //0) 
بالعلافات الآتية: 
K = (N ) « K =Det(dN )‏ 
. البرهان: 


الذاتية (انحناءات أساسية) للمؤثر 4/17 أي أن 
)=-kv =-—k lv‏ م6 dN‏ 


س( 


حيث ۶0 ماء ٤7,1‏ ۷ء 1 راسم الوحدة 
إذا #0 (dN +k I)v =0,v‏ 


أي أن 7 / + 47 مصفوفة غير قابلة للعكس أو شاذة وبالتالي نحصل على المعادلة 
الذاتية (المميزة) ©112312©1611511© على الصورة 


07 2 
Det 4 1 0 =0 
وك‎ d@ +k 


أو ما اة 
k? +k (a +a? )+a'a? - aa! =0 )10.9(‏ 
1 1- 1 
(a4)‏ ار --(يه+ (eı‏ دزي + ..H e‏ 
01١ )10.10(‏ 
1 
L281)»‏ + 28~ 2“ 
K =Det(a )= Det (dN ) )10.11(‏ 


k+K =0‏ ع 2- ع 
وبالتالي الجذور المميزة هي 


kٍk=H +NH* - )ا‎ )10.12( 


Rodrigues Formula صيغ رودريجز التفاضلية:‎ ) "٠١ 
اتجاه أساسي عند نقطة 14 © بر على‎ )du“(=)du' ,41/7( نفرض أن‎ 
السطح المنتظم ( “2) ۸= ۸: 1 وأن ۸ هو الانحناء الأساسي المناظر لهذا الاتجاه‎ 

اسي 


باشتقاق العلاقة ‏ الل راآء <dR,N >=0,QdR‏ 
نحصل على 0-< 1لك, >+<dR‏ ((, 218 > 
وباستخدام تعريف الصيغة الأساسية الثانية 11 (من الباب السابق) نجد أن 
U=<d?R,N ><=-<dR,dN > )10.13(‏ 
R,du“,N du >=L,g dudu’‏ <-= 
hg ERN > (10.14)‏ 
وبالتعويض ك المعادلات (9.24) © الباب السابق حيث ۸K‏ = ۾ ۸ نحصل على 
>+k <R,,R, >)du'‏ الى 17 >) 
+(<N);,R, >+k <R_,R, >)du? =0, (10.15(‏ 
(<N,,R, > +k <R,,R, >du'‏ 
+<N)y;R > +k <R,),R, >)du? =0‏ 
وباستخدام خواص حاصل الضرب الداخلي وأخذ ,۸ عامل مشترك من المعاذلة الأولى 
و ر۸ من المعادلة الثانية يكون لدينا 
0=> ,8ل , (( “نظ + k (Rdu'‏ + تيه +N‏ أيه (N‏ > 
+k (Rdu' + R,du?”)),R, >=0‏ تنه <(N du' +N‏ 
آو ما يكافئ 
„du“ ,R, š=0,‏ لعا + (N „du“‏ < 
„du“ ,R, >=0 E‏ العا + <(N „du“‏ 
أو ل الشكل المختصر (عناصر تفاضلية) 
<dN +kdR,R, <- 0‏ 
+kdR,R, >=0 (10.17)‏ الك > 


u (n 


وحيث أن ر /.,/ مستقلين فإن ۸ واقع 2 المستوى المماس وبما أن // حقل متجه 
وحدة فإن 4/7 عمودي على ١‏ أي 4/7 واقع 2 المستوى المماس 7,14 (من تعريف 
راسم جاوس). وحيث أن 2۸ يوازي 4/7 فإن المتجه d۸‏ / + 4/7/7 يوازي المستوى المماس 
1,1 عند النقطة 6. 
إذاً العلاقة (10.17) تتحقق فقط إذا كان 0= dN + ۸Q۸‏ أو 

dN -- 8 )10.18(‏ 
إذا ب اتجاه الاتجاه الأساسي يكون المتجه 4١‏ موازياً للمتجه ۸ ويعطى من العلاقة 
(10.18) أو 0= ۸× dN‏ حيث ۸ الانحناء الأساسي ب2 هذا الاتجاه. وبالتالي نصل 
إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية 20٠١‏ ): 

الاتجاه 4۸ على السطح المنتظم ( ”1 '۷) ۸= ۸: 14 يكون اتجاه أساسي 
إذا كان المتجه 4N + ۸d۸‏ متجه صفري أو 0= dN × Q۴۸‏ حيث #50 ۸ انحناء 
آساسي. 

عكس هذه النظرية صحيح بمعنى أنه إذا كان (4!,47) اتجاه على 
السطح 14 عند نقطة 7 عليه والتي عندها يتحقق (10.18) حيث ۸ ثابت (عدد قياسي) 
فإن هذا الاتجاه يكون اتجاه أساسي و ۸ انحناء أساسي. 
ولتوضيح ذلك نقوم بضرب (10.18) قياسياً بے ,۸ مرة؛ ۸ مرة نحصل على 

0 -< رkdR,R+‏ 0,<dN=>إkdR,R+‏ الل > 


والتي تكافئ المعادلات (10.17) وباستخدام (10.14) نحصل على المعادلات 
( 9.25) التي تحدد أن ۸ انحناء أساسي والاتجاه (47/',41/7) اتجاه أساسي. 
وبذلك يمكن صياغة النظرية الآتية: 


رر( اا 


فس شامية ) 


نظرية :)2.٠١(‏ 
الاتجاه (41',4:7) على السطح المنتظم ( 1۷, '») ۸= ۸: ۸1 يكون اتجاه 
أساسي و ۸ هو الاتحناء الأساسي 2 هذا الاتجاه عند نقطة 611 7 إذا كان وكان 

فقط 
dN x<dR =0. )10.19(‏ أو dN =-kdR‏ 


dR =R,du* ,dN =N حيث “بكر‎ 


-. 


تعريف (١٠2؟‏ ): 

الصيغ التفاضلية (10.19) تسمى صيغ رودريجز التفاضلية Differential‏ 
Formula‏ دعناع 1تل0]. 
ب حالة ما إذا كانت الخطوط البارامترية هي الخطوط الانحنائية أي أن ي۸ هي 
نفسها الاتجاهات الأساسية فإن صيغ رودريجز (10.19) تأخذ الصورة 

N,=-k,R, )10.20(‏ 
حيث ي ۸ هو الانحناء الأساسي 2 الاتجاه ے۸ . 
ملاحظة ( 0.1۰ ) : 





1 
الصيغ (10.20) تتحقق حيث 0- ر £=[ › کے . 


aa 


:)2.٠١( تعريف‎ 

يقال أن السطح مغطى بغطاء أساسي ۸٤4م‏ 11201031 إذا كانت الشبكة 
البارامترية هي نفسها الشبكة الانحنائية ( 0 = يرع = ررل). 
تعريف (١٠.ه‏ ): 

للسطح المنتظم 11 والموجه نعرف الصيغة الأساسية الثالثة 10081261181 "3 
1 وهي عبارة عن الصيغة الأساسية الأولى للصورة الكروية (أي المرسومة بحقل 
المتجه العمودي) ويرمز لہا بالرمز 111. 


اسه مي x‏ 


من هذا التعريف يمكن كتابة 111 على الصورة 
I= > dN, dN > (10.21)‏ 
ولا تتغير بتغير اتجاه السطح كما رأينا 2 الباب السابق أي أنها لا تغيرية 1۸۷4۲141٤‏ 
مثل الصيغة الأساسية الأولى. 
نظرية :)0.٠١(‏ 
على السطح المنتظم ( ,")۸= ۸: 34 يتحقق 
(10.22) 21-0 +211 2 -111 
حيث )» 7/ هما الانحناء الجاوسي والمتوسط على الترتيب» 1ء 11: 111 هي الصيغ 
الأساسية الأولى والثانية والثالثة على الترتيب. 
البرهان: 
دون خسارة 4 التعميم نختار سطح منتظم مغطى بغطاء أساسي 
(0 > ورع = ورط) وباستخدام صيغ رودريجز (10.20) نحصل على 
du”‏ لر عا - +N du” =—k R,du'‏ الك dN =N‏ 
du? +k, R du”‏ 18 رع - Rdu'-k, R du?‏ ع ع 
=-k (Rdu' +R du ?)+(k | =k ,)R du‏ 
du‏ 1 (ب - =-k dR +(k,‏ 


“dN +k,dR =(k, -k,)R, du? )10.23( 
بالمثل يمكن إثبات أن‎ 
dN +k,dR الك الغ رع)-‎ )10.24( 


ترت 0 10247010230 قاس شمين غ 
>=-(k, -k,) <R,,R, >du du?‏ لعا + +k dR ,dN‏ لل > 


ظ 6 


وحيث أن (غطاء أساسي) 0 > < Ep=<R,,R,‏ 
0 - < #الدرعا + الك, للع + ٠. <dN‏ 
وباستخدام خواص الضرب القياسي يكون لدينا 
,dN >+k, <dN ,dR >+k, <dR,dN >+k,k, <dR ,dR <- 0‏ لل > 
dN >+(k, +k,)<dN ,dR >+k,k, <dR,dR >=0‏ , الك > .:. 
وباستخدام تعريف الصيغ الأساسية الأولى والثانية والثالثة وكذلك تعريف الانحناء 
الجاوسي والمتوسط نحصل على: 
IHI—2 HII[+K1I1=0‏ 
وا و 
نظرية ( ٠.۱١‏ ): ( نظرية أويلر درع “معط 1 Euler's‏ ) 
الانحناء العمودي ,۸ عند نقطة 2 اتجاه ما (*41,' .)= ۷ على سطح 

منتظم (27,!/) ۸= ۸: 1 يعطى من 

k, =k, cos 0 +k, sin” 0 )10.25(‏ 
حيث رو۸ هما الانحناءات الأساسية عند النقطة 7 » © هي | لزاوية بين الاتجاه ۷ 
والاتجاه الأساسي المناظر للانحناء الأساسي ۸K,‏ . 
البرهان: 

. دون خسارة 4 التعميم نعتبر سطح منتظم مغطى بغطاء:أساسي 
(0 > ر > رر£) . إذا الانحفاء العمودي ,#/ عند نقطلة 11[ ع م 2 
الاتجاه (*4«»',44) يعطى من 
+L (du)‏ :كا رما _ 





(10.26) : 1 
(du) + g (du?)‏ ررع 
.َك 7 ٠١‏ 1 أ بر ا Li‏ 
ومن نظرية (4.5) 2# الباب السابق نجد أن: ۸= , ,۸= 
822 811 


وبالتعويض 2 (10.26) نحصل على 


+k £ (du)‏ “)رع 


077 ا و 
+g (du?) ° g (du) + g (du?)‏ (ابرك) g‏ ' 


7 


إذا كانت © » م هي الزوايا بين الاتجاه (07/',41/7) والاتجاهات الأساسية (1,0)) 
(0,1) على الترتيب (المماسات ,۸ر۸ للخطوط البارامترية). وباستخدام العلاقة 
(8.10) التي تعطي الزاوية بين الاتجاه (4/!,4/7) وكل من الاتجاهات (1,0): 
(0,1) نجد أن (من الباب الثامن) 


du!‏ رع 
g8, (du) + g (du)‏ 
d 2‏ 
222 . د = 6050 
g822(du °)‏ + ( 40)ررع إ 
وبالتربيع والتعويض 2# (10.27) نحصل على 
cos” ¢ )10.29(‏ رع + 0 k, =k, cos’‏ 


2056 - 


)10.28( 


وحيث أن الاتجاهات الأساسية متعامدة (0 = ررع - وررط) أي أن 0+4 حما 
هو موضح ے2 شكل .)13١(‏ واستخدام (10.29) يكون لدينا 
k,(0)=k, cos 6 + k, sin” 0 )10.30(‏ 


هذه العلاقة تسمى صيغة أويلر 101101018 1111 للانحناء العمودي عند نقطة ما على 
السطح 2 اتجاه متجه ۷ يصنع زاوية 6 مع الاتجاه الأساسي ,۸ . 





شكل (1.۱۰) 


مثال (١٠مة):‏ 
بين أن الانحناء المتوسط 17 عند نقطة 7 على السطح المنتظم يعطى من 


0 00 )10.31( 
27 


حيث © هي الزاوية بين الاتجاه ( “/47©) عند النقطة 7 والاتجاه الأساسي ,۸ . 


الحل: 
باستخدام صيغة أويلر (10.30) وتكامل الطرفين بالنسبة إلى © من 0 إلى 
7 نحصل على 


fk, 0 =k [cos Od 0 +k, [sina 0 
0 0 0 


=kr+kr =r(k,+k>) 


787 <(رع + 0 أ 3 3 
وهو المطلوب. 
هذه النتيجة يمكن صياغتها من خلال الملاحظة الآتية: 
ملاحظة ٦.۱١۰(‏ ): 


الانحناء المتوسط للسطح عند تلك النقطة. 
إذا حسبنا الانحناء العمودي (0) ,£ 2 اتجاهين متعامدين آي (©),/ › 


O‏ واستخدمنا العلاقة (10.30) نحصل على 
k,(0 +2 )=k, sin" 0 +k cos 6 )10.32(‏ 
وبجمع (10.30), (10.32) نحصل على (استخدم المتطابقات المثلثية) 
+k‏ ا -(6), +( k,(0+‏ 
(10.33) 0 +4,)0+(4,)0) 3 -(,6 + >= .:. 


وبالتالي و لدينا الملاحظة الآتية: 
ملاحظة 7٠١‏ ): 

الانحناء المتوسط يساوي نصف مجموع الانحنائيين العموديين 4 اتجاهين 
متعامدين. 
تعريف 5.٠١(‏ )1 

السطح المنتظم الذي يحقق أن انحناثه المتوسط [! منعدم يسمى سطح 
مستصفر 51011966 .minimal‏ 


(r) 


ومن تعريف الانحناء المتوسط والعلاقة (9.33) 2 الباب السابق التي تعطي ٣1‏ 
بدلالة الكميات الأساسية الأولى والثانية نجد أن السطوح المستصغرة تحقق 
E 20 )10.34(‏ 
وبالتعويض عن £ بدلالة وي £ من (9.31) 4 الباب السابق نحصل على 
(10.35) 0ح يرط ررع + وما يرع 2- رسا يرع 
وبالتعويض عن وى 8 › ومن نحصل على 
<Ri,R» <<] Ros R-=2<R Ro, >R R>2,R o] (10.36)‏ 
+<R,,R, >[R, RR] > 0‏ 
وهي معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة الثانية حلها هو الدالة الاتجاهيسة 
(0!,87) ۸= ۸ التي تصف سطح مستصغر 2 الفراغ الثلاثي. 
ملاحظة ( ۸.۱۰ ) : 
الغاكلة 0 تعد اا اا لی( 0 2 ای 
مثال (۱۰.): 
أثبت أن السطح (كما هو مبين 4 شكل (۷.۱۰) 
sinu”,cu”),c = const.# 0‏ أل “نومك R(u',u”)=(u'‏ 
الحل: 
بالتفاضل جزئيأً مرتين بالنسبة إلى ,"4 نحصل على: 
sinu?,u' cosu*”,c)‏ بك ) = R, = (cosu*,sinu?,0), R,‏ 
R,, = (0,0,0), R,, = (-sinu”,cosu,0),‏ 


1 e 2 
R = ) !به‎ cosu?,-u' sinu”,0) 


الكميات الأساسية الأولى وي € على السطح هي 
te‏ “)د +c ,g‏ “('») = ررع,0 = يرع,ا 2 ررع 
SS‏ 
_Rı AR,‏ 


2 ) +e 


وبالتالي فإن الكميات الأساسية الثانية و[ تعطى من < ,و۸ >= ويا 





(ألهب “5مك 6, (csi‏ سيد 


أو ما يكافئن 
>C‏ 5-5 
م + )1 

زان 0 شوغ و1 دان عالقا ا على الخطوظ التازامترية. 
بحا 0 وو اک و تحن 

1 1 

_ 22 11 
0= ع کا 
822 811 


2H =k, +k =g ع + اهديا‎ La» +g "Lu 


Lı, = روا‎ =0, Lı 


=0 +0 =0 

إذا السطح المعطى انحنائه المتوسط منعدم تطابقيا أي أنه سطح مستصغر 
لإيجاد الانحناءات الأساسية ,)مء رم نضع /- - رk, =k‏ ,#لأن0 - +k,‏ ,/ 
ادك 


.. kk =k =K === TTF 
ع‎ gg ((') +e) 





5 c 
` (u) +e? 


(*) 


هة شمية ) 


إذاً الانحنائيين الأساسيين هما /, #- والانحناء الجاوسي !1 سالب لجميع نقاط 


۱ : 
0 ج المعادلة التفاضلية (9:34) 2# الباب السابق والتي تعطي خطوط الانحناء 
على السطح نحصل على 
(du”)” -du'du” (du)‏ 
0=| 0 وآ 0 
ود 8 0 1 
أو ما يكافئ 


L(g (du?) - (du ')”)=0,L, #0‏ 
gd”) - )du' )” =0‏ .. 
وبفصل المتغيرات ( ررغ دالة 4 أ4 فقط) نحصل على: 
1 
(**( هشه 
4 )4( 
وبالتكامل (على الطرفين) يكون لدينا الحل على الصورة: 


1 
. 1-11 
sinh =+ +e) ثابت التكامل)‎ ©, ( 


.. 'ياع)طمتوء- أن‎ +c,)) 
وحيث أن الدالة 51121 فردية نحصل على‎ 
u' = ع2‎ sinh(u?” (ع+‎ 


وبالتعويض ب المعادلة الاتجاهية على السطح المعطى نحصل على المعادلات الاتجاهية 
التي تصف عائلتي خطوط الانحناء على السطح حيث 


R (u )=(te sinh(u? +c, Jcosu?,tc sinh? +c )sinu”,cu”) 


جح ا 





شكل (۷.۱۰): سطح البليكويد 


ملاحظة (١٠.ه‏ ): 

إذا حسبنا انحناءات المنحنيات السابقة بالطرق التي تعلمتها 2 نظرية المنحنيات 
نجد أنها هي نفسها المعطاة 2 (*). 
السطح الذي درسناه 2 المثال السابق يسمى سطع البليكويد 116110010 أو السطح 
اللولبي وهو يمثل فراغ الشكل لحركة لولبية 11011011 1011٥41‏ أي دوران مصحوب 
بانتقال ‏ اتجاه محور الدوران (شكل (١٠۔۷)).‏ 
ملاحظة ( ۱۰١۱۰‏ ): 

من العلاقة (**) نجد أن خطوط الانحناء لبا الاتجاهات 


(du ,du”)=(+ (1) +c* ,1)du? 


وبحساب الزاوية بين الاتجاهين 


(41,2 “('1)ل.)‎ +c (402 
(ıı, )=(— (u) +c, (7 


0" 
وذلك بالتعويض 2 الصيفة (8.10) نجد أن 0-7 وهذا معناه أن الخطوط الانحنائية 
على سطح البليكويد تكون شبكه من المنحنيات المتعامدة. وهذا يؤكد النظرية 
(4.5)). 1 
من المسارات المتعامدة وذلك باستخدام الصيغة (10 .8(« (9.29) والنظرية (۷4). 


(١٠؟)الخطوط‏ التقاربية على السطح: Asymptotic Lines‏ 
تعريف :)7.٠١(‏ 
نفرض أن م نقطة على السطح المنتظم ( “2) ۸ = 1:۸ .الاتجاہ ۷ على 
السطح يقال أنه اتجاه تقاربي 015661105 asymptotic‏ إذا كان 1[ 1ء v‏ 
ويحقق أن الانحناء الحمودئ 3 هذا الآتجاه يساوي صغرا. 
تعريف(0١1)42.3 ١‏ 
المنحنى المنتظم والمترابط /// ح € على السطح 14 يقال أنه خط تقاربي 
asymptotic line‏ إذا كان المماس له عند أي نقطة عليه اتجاه تقاربي. 
ملاحظة :)٠١.٠١(‏ 
من التعريف السابق يمكن ملاحظة أنه لا توجد خطوط تقاربية عند النقاط 
الناقصية (0 2 ,2). 
نعطي الآن التأويل البندسي للاتجاهات التقاربية باستخدام ممينز ديوبين 
Dupin indicatrix‏ كالاني: 
(1) عند النقطة الناقصية يكون مميز ديوبين قطع ناقص (ر ۸,۸ لما نفس الإشارة) 
وهذا القطع يؤول إلى دائرة إذا كانت النقطة نقطة صرّة (كروية) غير مستوية 
( 0 ر۸ = ,2 ). وبالتالي لا توجد اتجاهات تقاربية كما هو موضح ‏ شكل 


.)۸-۱۰( 


€2 





شكل :)۸١١(‏ نقطة ناقصية 


(11) بالنسبة للنقطة الزائدية (ر ۸,۸ مختلفي الإشارة) فإن مميز ديوبين يتكون من 
زوج من القطاعات الزائدية لما زوج مشترك من الخطوط التقاربيه. على امتداد 
الاتجاهات التقاربية يكون الانحناء العمودي منعدم وبالتالي فهي اتجاهات تقاربية 
على السطح (زوج من الاتجاهات التقاربية) كما هو موضح 2 شكل .)1.6٠١(‏ 


€2 





(111) عند النقطة المكافتئة (أحد الانحناءات الأساسية منعدم) فإن مميز ديوبين يتحلل 
إلى زوج من الخطوط المتوازية. ويكون الاتجاه المشترك لبذه الخطوط هو اتجاه 
تقاربي عند هذه النقطة كما هو موضح ے4 شكل .)۰١ ٠(‏ 


€2 





شكل :)٠١.١١(‏ نقطة مكافئة 
ونوضح ما سبق تحليلياً كالآتي: 
على اد ا هات ااه حقو 
pa‏ 
du‏ تنيع 1 " 
إذا الاتجاهات التقاربية (الخطوط التقاربية) على السطح المنتظم تعطى من 
dudu” =0‏ وى - IH‏ 
أو ما يكافئ تفصيليا 
du? +L,» (du) =0 (10.37)‏ اهنك ى .21+ L,, (du)‏ 


1 207 
هذه المعادلة هى معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الثانية 2خ س حيث 
ب 0 


ا ل 


(10.38) ا للد o‏ ر 0 
ويكون لبا حل (اتجاه تقاربي) أو حلان (اتجاهين تقاربين) أو ليس لبا حل إذا كان 
مميزها ( رر[ - )4= يساوي الصفر أو أكبر من الصفر أو أقل من الصفر 
على الترتيب. أى إذا كان 0 = ,1 أو 0 > ل أو 0 < £ وهذا يناظر النقاط المكافثة 
والزائدية والناقصية وهذا ما توصلنا إليه 4 التأويل البندسي. 
ملاحظة :)1١١٠١(‏ 

عند النقاط المستوية ( 0 - 0,1 = و[ ) كل اتجاه هو اتجاه تقاربي لأن 
المعادلة (10.37) تتحقق تطابقياً. 
نظرية (۷.۱۰): 

المستوى اللاصق لمنحنى تقاربي على سطح منتظم عند نقطة ما عليه هو نفسه 
المستوى المماس للسطح عند نفس النقطة. 
البرهان: 


بما أن كك ,> )= ,۸ عند أي نقطةعلى خط تقاربي إذا 
22 جد 0560-0 جح 0ع <n,N >=0,k‏ 


أي أن العمود الأساسي 7 للمنحنى عمودي على العمودي ١‏ على السطح أي أن 
ل 7© 7 وبالتالي فإن ١‏ يوازي 6 ( ±0= N‏ ) وعليه فإن المستوى اللاصق (يحوي 
1 »: #) لمنحنى تقاربي ينطبق على المستوى المماس للسطح عند نفس النقطة. 
نظرية 2.٠١‏ ): 
الخطوط البارامترية على السطح هي خطوط تقاربية إذا كان وكان فقط 
(اخووطاك E‏ 


u او‎ 


البرهان: 

خط 1 البارامتري ( 0 = 42/5 ) يكون خط تقاربي إذا كان الاتجاه (1,0) 
يحقق المعادلة (10.37) وهذا يؤدي إلى 0- ,£ . بالمثل بالنسبة لخط 1 البارامتري 
نحصل على 0= رر[ والعڪس صحيح 
ملاحظة ( ۱۲.۱۰ ): 

الخط المستقيم (0 = )K‏ على السطح هو خط تقاربي بمعنى آنه إذا وجد خط 
مستقيم يقع بأكمله على سطح منتظم فإن هذا الخط هو خط تقاربي. 
نظرية (۹.۱۰): 

عند كل نقطة على الخط التقاربي (ليست خط مستقيم) يتحقق 

(10.39) ع 
حيث £ الانحناء الجاوسي و + اللي للخط آلتقاربي عند هذه النقطة. 
البرهان: 

من النظرية السابقة توصلنا إلى أنه عند أي نقطة على خط تقاربي.يكون 


: = 87+ ومنها يكون 
„N db‏ 


ج کے چ 


ds ds 
<dR „dR >=ds* =1 وحيث أن 0 = 11 على الخط التقاربي وكذلك‎ 
والصيغة الأساسية الثالثة تعطى من‎ 
11] > dN ,dN <-> -+ ولع -, م ول‎ n > 
=7? ds <n,n << [ 
وباستخدام العلاقة (10.22) بين الصيغ 1» 11 111 نحصل على‎ 
r” 1+0.H + ع‎ 1-0 ,11- 0 


e 


+K =0‏ ”7 ج-0ع1 , 1-0( + ?7( جه 
وهو المطلوب. 
ملاحظة ( ۱١.۱۰‏ ): 
النظرية السابقة تسمى نظرية بلترامي ۔ إینیبر 8٤1۲4۳1-٤۸۸8۴۲‏ وتتحقق 
فقط عند النقاط الزائدية والملكافئة لأن ٨7 =-K‏ تتحقق إذا كانت 0 > × أو 
.K=0‏ 
مثال (۱۰.): 
أوجد الخطوط التقاربية على السطح (سطح الہليكويد) 
R(u',u”)=(u' cosu,u' sinu”,cu?”)‏ 
الحل: 
من المثال (600) أوجدنا 0= = ,20,1 رط إذا الخطوط التقاربية هني 
الخطوط البارامترية كما هو موضح © شكل (١٠۔۷).‏ 
مثال 7.١‏ ): 
أوجد الخطوط التقاربية على سطح السرج. 
الحل: 
بالنسبة لسطح السرج (”(7⁄) - ,1/7,)١(*‏ )=( ,"۸)۷ وبالحسابات 
الروتينية كما 2 مثال )١191(‏ 2# الباب السابق نجد أن 


Ea =‏ 1 
إذا معادلة الخطوط التقاربية على سطح السرج تأخذ الصورة 

2(du')” -2(du?)” =0 

(du' -du*”)(du' + du”)=0 


إذا عائلتي الخطوط التقاربية هما 


ا ا 


[إفسة سمي ) 


du' -du”=0 أو‎ du' +du”=0 
وبالتڪامل نحصل على‎ 
u u =c, „u +4 =e, 
وبالتعويض ب المعادلة الاتجاهية لسطح السرج نحصل على الدالة الاتجاهية التي تصف‎ 
عائلتي الخطوط التقاربية كالآتي:‎ 
R(u*)=(c, tu,” ,(e, 47)” - (4)) 
وإذا أخذنا نقطة الأصل (0,0)=(”⁄,'⁄) فإن الثوابت 0= ,20 ,© وبالتالي فإن‎ 
الخطوط التقاربية عند نقطة الأصل هي‎ 
R(u”)=(tu,1”,0) 
2 وهي خطوط مستقيمة متقاطعة تمر بنقطة أصل الإحداثيات» كما هو موضح‎ 
شكل (۱۰۔۱۱).‎ 





شكل :)۱١.١١(‏ سطح السرج 


u ل‎ 


مثال (۸.۱۰): 

أثبت أن الانحناء المتوسط يساوي صفر على سطح له الخطوط التقاربية 
متعامدة. 
الحل: 

نفرض أن لدينا سطح منتظم ( “۸)۷ = ۸: 14 حيث 0> بأوويسا ٠‏ وى 8 
معرفة عند أي نقطة عليه. المعادلة التفاضلية (10.38) التي تصف الخطوط التقاربية 
تأخذ الشكل 

0 5 +22 dı e ل‎ #0 


11 11 


ا du'‏ 4 ت 
ونفرض أن لہا حلان هما ET‏ 


u 
ودلا 2 2 كك 5 1 ا ت‎ )10.40( 
Lı 


إذا اتحافات الخطوظ انارت تمطى من 
(4“)=(du',du”)=(y, du” ,‏ 
(ı“ )=(du' ,du”)=(v,1)du‏ 
الزاوية © بين اتجاهي الخطوط التقاربية ( 27) › ( “//) تعطى من (8.10) وتأخذ 
الصورة 
دوين 
وإذا كانت الخطوط التقاربية متعامدة ( 0 = 056 ) فإن 


(10.41) 0ح بورع (ما+ ,)+ ررع + ما[ 8 





ES La» .‏ 
E E‏ حاصل ضرب الجذرين» 7+۳۷ مجموع الجذرين 
11 11 
وبالتعويض عنهما 2 (10.41) نحصل على 
2L‏ 1 
Bn En 820‏ 


بالضرب 4 ۽[ يكون لدينا 
0ت يط L728‏ يرع + رونا رع 
ومن تعريف الانحناء المتوسط ومن (10.35) نجد أن هذا المقدار يكافئ 1=0 (سطح 
مستصغر). 
مثال (١٠مة‏ ): 
أوجد الانحناءات والاتجاهات الأساسية والخطوط التقاربية على سطح إينيبر 


Enneper 
3 3 


u -۷(‏ ص و2 +uv‏ سس (=) R (uv‏ 
الحل: 
بإتباع نفس الحسابات الروتينية نحصل على 
,0= يرع, *(2 مدب *يا+ 1)- يرع - ررع 
,0= ,2 -- رررا,2- رسا 
4- _ 
27 سرب ةين + ]) 
2 0 
27 رحب ين + 1) : 


H =0. 


وبما أن 0 = ر8 = ر[ إذاً الخطوط البارامترية هي الخطوط الانحنائية من نظرية 
(5.غ). 


2 


المندسة التفاضلية 


وبالتعويض عن و[ ب المعادلة التفاضلية (9.34) للخطوط التقاربية نحصل على 
0= 3 مق - du”‏ 


dv (- 0‏ د (du - dv )(du‏ 
وبالتالي فإن الخطوط التقاربية تعطى من تكامل 0= «ل + لاك 0 - ملك - ياك أي 
تعطى من 
U—yv - 00151. , U +v =const.‏ 





شكل (۱۲۱۰): سطح إينيير 


: عائلات المنحنيات المترافقة على السطح المنتظم‎ ) ٤٠١( 
Conjugate Families Curves of Regular Surface: 
:) 9.,٠١( تعريف‎ 
× =× )“( يقال أن الاتجاه (61/1,6112) عند نقطة على الرقعة الإحداثية‎ 
مترافق ©0011[11881© مع الاتجاه (4:/!,472) إذا كان‎ 
<dx „SN >=0 (10.42) 


ڪڪ 


dx =x „du“ , ON =N 40u” حيث‎ 
وباستخدام (10.14) نجد أن (10:42) تآخذ الصورة‎ 
يوق )رط + ابرق نهنا‎ + du? Su") + L dudu” =0 (10.43) 

ومن التماثل يتضح أن (41/!,47) مترافق مع (6⁄',0⁄7) وبالتالي يمكننا كتابة 
الشكل المختصر لشرط الترافق على الصورة 

Su =0 )10.44(‏ “1ك وى سآ[ 
ملاحظة ( ۱٤.۱۰‏ ): 

الاتجاه التقاربى (⁄41,'») مرافق لنفسه 186216 زدم» 5611 . 
لاد ار ان OA EBES‏ يحضي كاين قيض ناك 
خطية ني (814!,802) على الصورة 

(L, du! + L du?” )Su' + (Ldu' + L, du” (Su? = 0 
ويكون لبا حل على الصورة‎ 
Su رآ‎ du + L du” 


L-L #0‏ 1= 2 لے 
L du? E‏ + اك رآ Su‏ 


وبهذا نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية الآتية: 
نظرية :)1٠١.٠١(‏ 

عند أي نقطة ناقصية أو زائدية على السطح المنتظم يكون أي اتجاه له اتجاه 
مرافق وحيد. 
تعريف(١٠.١٠):‏ 

يقال أن عائلتين من المنحنيات على السطح هي عاثلات مترافقة إذا كانت 
اتجاهات المماسات لبا مترافقة عند كل نقطة. 
مثال ٠١.٠١‏ ): 

بين متى تكون عائلتي الخطوط البارامترية على السطح المنتظم مترافقة. 


س( 


الحل: 
اتجاه الخطوط البارامترية على السطح يعطى من: 
على خط "1 البارامتري ‏ ,(1,0)-(41/2,'/ك) ( “لاك) 
على خط 1 البارامترى ,(0,1)-(2:ق , انرق )-( “رق ) 


وبالتعويض 2 المعادلة (10.43) نحصل على 0 = ر[ والعكس صحيح ويقال بے هذه 
الحالة أن السطح مغطى بغطاء مترافق. 

هذا المثال يعتبر برهان لنظرية مشهورة: نعطي الآن نصها كالآتي: 
نظرية 1)١1١.٠١(‏ 

السطح المنتظم يغطى بغطاء مترافق إذا تحقق 0= ر[ . 

وباستخدام هذه النظرية ونظرية (45) 2# الباب التاسع نصل إلى صياغة لنظرية 
هامة على الصورة: 
نظرية (١3؟17):‏ 1 

الخطوط البارامترية على السطح المنتظم (الخالي من النقاط الكروية) تكون 
شبكة من المنحنيات المتعامدة والمترافقة إذا كان وكان فقط هي الخطوط الانحنائية 
( 0- يرع - (ZL‏ 
مثال 11١٠١‏ ): 

بالنسبة لسطح المكافئ الدوراني (مثال ))١١-5(‏ أوجدنا 2 الباب التاسع 
الخطوط الانحنائية وكانت خطوط مستقيمة تمر بنقطة الأصل ودواثره مركزها 
نقطة الأصل (راسم المجسم) وعلى هذا السطح يتحقق 0 = رع = د[ وبالتالي 
وباستخدام النظرية )١١-٠١(‏ فإن هذه العائلات (الخطوط المستقيمة والدواثر) هي 


عائلات مترافقة. 


نمارين )٠١(‏ 
)١(‏ أوجد الخطوط التقاربية على سطح الأسطوانة. 
(۲) أوجد الخطوط التقاربية على سطح المخروط. 
(۳) هل توجد خطوط تقاربية على سطح الكرة. 
(:) أثبت أن الخطوط الانحنائية على السطح تتقاطع مع الخطوط التقاربية على نفس 
السطح. 
(إرشاد: استخدم نفس الأسلوب المتبع 2 مثال )8.٠١(‏ 2# هذا الباب). 
(0) أوجد الخطوط الانحنائية على السطح 
1 2 ب ر 2 ا 1 
sinu“,u ')‏ “6, لاوم )=(e"‏ :لا R(u‏ 
0© أوجد الخطوظ التقازدية على لط 20 1او هه # 
(إرشاد : هذا السطح له تمثيل مونج البارامتري على الصورة 
(R (uu )=(u',u?,u' sinu?)‏ 
١ 1‏ ر × 
(۷) أوجد الخطوط التقاربية للسطح --+--- جع 
yJ x‏ 
(۸) أوجد الخطوط التقاربية لسطح الكاتينويد 
R(u',u” )=(coshu' cosu?,coshz' sinu?,')‏ 
(9) أثبت أن إحدى عائلتي الخطوط التقاربية على السطح (السطح اللولبي) 
R(u",u”)=(au'cosu?,au' sinu”,b u)‏ 
(تتكون من مستقيمات بيغما تتكون الأخرى من منحنيات حلزونية (لولبية)). 


(حيث 5 ,© ثوابت). 


ر( ةك 


)٠١(‏ أوجد الخطوط التقاربية على المجسم الزائدي ذو الطية الواحدة (الطبقة) 


x” + y”—-z*”=1 one-sheeted 
أوجد صيغة أويلر على كل من الأسطوانة والمخروط والكرة.‎ )١١( 
تحقق من صحة معادلات رودريجز على كل من المستوى والأسطوانة.‎ )۱١( 
تحقق من صحة معادلات رودريجز على سطح الكرة.‎ )۱١( 
) /, أوجد صيغة أويلر على سطح مستصغر ( 0= ي/+‎ )١:( 
R =(coshu'cosu”,coshu' sin4”,1') أثبت أن السطح‎ )16( 


(إرشاد: السطح المستصغر 1111111181 يحقق 0 تود )2 
(13) أوجد الاتجاهات الأساسية على السطح ”ر + ”×= 2 وتحقق من صيغ 
رودريجز على كل اتجاه أساسي. 
١‏ اوخ الاتحتناءات والاتجاهتات الأساسية على السطع * رو + + 24 2 عند 
(0,0) باستخدام مميز ديوبين. 
(۱۸) أثيت أن الاتجاهات الآساسية تنصف الزاوية بين الخطوط التقاربية. 
(إرشاد: نفس خطوات مثال (۱۰۔۸) وتمرين (۲۰۸)). 
)١19(‏ بين أن الخطوط البارامترية على السطح 
2 1 2 


| 2 1 
: 2 Uu + e . U + Uu - 14 
1)“ 072 cos( Je“ 17 (/2 sin( ), ) 
2 2 


هي خطوطه التقاربية وتحقق من نظرية بلترامي ‏ إينيبر. 


u رم(‎ 





: أوجد الخطوط التقاربية على السطوح الآتية‎ )٠١( 
1 وتو‎ 5 
5 2 
(11) Ruy )=(u +v ju uv كلل‎ + Tu ) 


(1)  R(u,v )= )2)1 + cosu )Jcosv ,a(1 + cosu )sinv 2 - ) 





)3١(‏ بين أن الخطوط البارامترية على السطح 
a b uv‏ 
ست و( ¥— R (u,v ) = (=(U +۷), — (u‏ 
(u,v ) 5 E ) 7‏ 
هي خطوط مستقيمة وأوجد خطوط الانحناء عليه. 
(إرشاد: 2 الجزء الأول من السؤال ارجع إلى الباب السابع). 


(۲) بين الانحناء الجاوسي عند أي نقطة منتظمة على شبه الكرة !م5 00ناء5م 
«الكرة الكاذية) 


R(u,v )=(asinu cosy ,2 511111 sinv ,„a(cosu + logtan 0)‏ 
يساوي 1- وأوجد خطوطه التقاربية عند هذه النقطة. 
(5) أوجد الانحناء الجاوسي على سطح الكانويد 6011010 
R (u,v )=(u ©0517 ,uU 511217 ,COS 2v (‏ 


(۲۶) بين أن الخطوط البارامترية على السطح (7⁄) 7+(" x (1,4 (=F)‏ 
تكون نة نترافقة من التحات: 
(إرشاد: احسب Lr‏ على السطح حيث 


2 4 E = 4 57 ا‎ Err 
XEF RSP SPX GS Xo SOK =F 


رر( ا 


>=<0,N <- 0‏ اارري ‏ >- ورا 
حيث ١‏ حقل العمودي على السطح. وبتطبيق النظرية .)١١.٠١(‏ هذا السطح يسمى 
سطح الانتقال «(Translation surface‏ 
)٠۵(‏ أوجد الانحناءات الأساسية وخطوط الانحناء والخطوط التقاربية على سطح 


الانتقال 4 تمرين (۲۶). 


U 
7 =0 (e =۶ بادافكرات طول القن علق مالفال زا‎ 


وشا اون الاق ودوق خا اقم كن عصان 4 





E 2> * |X| >=<F r <1, fg, 2> 3 ولارو‎ >= <F F>, 
2 
Ep 2> 2 وندى‎ < =< F>, Eg =|- > رام‎ < 
N = ا‎ 
1 
Ly =<xX oN >=<r",N ا‎ 
8 


1س ا "ىأب 


1 
Ly ]ب‎ 77,7 


5 


وعلى الطالب تكملة باقي الحسابات). 


الباب الحادي عشر 
السطوح المسطرة في الفراغ الثلاثي 


Ruled Surfaces 


2 هذا الياب سوف نتناول أحد أنواع السطوح المشهورة والتي لبا تطبيقات 
عملية كغيرة وال شتمى السطوخ المسطزة وتقوم بذوائمة الخ الد اة واتخارجية 
لبا مع التركيز على أنواع خاصة منها مثل السطوح المضاحبة لحقل الإطار المتحرك على 
منحنى فراغ منتظم وكذلك السطوح القابلة للفرد وغلاف عائلة المستويات. 


(١١١1)الهندسة‏ الذاتية (الداخلية ) للسطوح المسطرة: 
Intrinsic Geometry for Ruled Surfaces:‏ 

تعریف (۱.۱۱): 

يقال أن السطح © سطح مسطر أولي Red‏ 81670611317 إذا مر بكل 
نقطة 7 من نقاطه مستقيم يشترك مع هذا السطح بقطعة مستقيمة تحتوي على النقطة 
م وتكون نهايتا هذه القطعة غير واقعة على السطح. 
تعريف (١1.؟‏ )1 

السطح © يقال أنه سطح مسطر عام 0626181) إذا كان كل نقطة من 
نقاطه تقع ب4 جوار مباشر عبارة عن سطح مسطر أولي. جميع المستقيمات على السطح 
المسطر تسمى رواسم مستقيمة 0©62618101) Segment‏ . 

باستخدام التعريف السابق يمكن كتابة المعادلة الاتجاهية للسطح المسطر 
الأولي على الصورة: 

u |< (11.1)‏ ,>| ”اء R =a(u')+u? ((u')‏ 
حيث ر6 صغيرة صغر نهائي و #0( 0)۷ والدالتين الاتجاهيتين ('/)4 ١‏ ('/)]) 


معرفتين 3 جواز النقطة 141 بالإضافة إلى الشرط 


0 


(ul )^a'(u')#0 )11.2(‏ 
هذا الشرط يعني أن الاتجاه ('/)0 لا يوازي الاتجاه ('⁄)'4 عند النقطة )4 (ذات 
البارامتر / ). 

الآن نعرف التمثيل البارامتري المنتظم للسطح المسطر العام كالآتي: 

حرفن أن 19ح 1ك يو ("ب) 737 CL a‏ 
('/)4 حقل متجه غير صفري من طبقة ”€ معرف على طول المنحنى € و ۸ أي 
نقطة عامة على السطح المسطر وتقع على حقل المتجه (!/0)) كما هو مبين بج 
شكل .)۱۱١۱(‏ 


ANS 


شكل (۱۱۔۱) 
من شكل )۱.١١(‏ يتضح أن المعادلة الاتجاهية للسطح المسطر تعطى من 


R(u',u”)=r(u')+u17£(u') )11.2( 


(e) 


حيث (uu )eD =IxR‏ 
المتجه ۸ يمثل نقطة عامة على السطح المسطر والبارامتر “1 يمثل بارامتر عائلة 
الخطوط المستقيمة المولدة للسطح المسطر والتي تناظر .260854 !2 . وتلاحظ أن 

الدالة ۸ من طبقة ”0 لأن كل من ” ؛ 2 من نفس الطبقة "6 . 
واضح أن الخطوط البارإمترية على السطح المسطر هي عائلة الخطوط المستقيمة 
© ->.001151 ع 72 وتعطى من 

R(u?)=a+uc , r(u')=r(c =a, L(u')= (e, )=c 
والعائلة الأخرى ر٥=.†0018= 14 وتعطى من‎ 

R(u')=r(u')+ce, (u!) 

وهي عائلة من المنحنيات توازي الدليل ('⁄) ۲= #: € وتعطي شكل السطح المسطر 
أي أن شكل السطح يختلف باختلاف الدليل 015621117 أو القاعدة #ئهط. 
بالتفاضل جزئياً للدالة ۸ بالنسبة إلى 4,47 تحصل على 

(11.4) كك Rm‏ يود ارت وز 

du 

حقل الاتجاه العمودي على السطح يعطى من( 0 #6 / ۸ '7) 

V(u',4”) (11.5)‏ , 0عمم ةس مد RAR,‏ 
إذا التمثيل الاتجاهي (11.2) هو تمثيل بارامتري منتظم ويسمى تمثيل 2 صورة مسطرة 
1 0 111] أو تمثيل مسطر للسطح. 
مثال :)1١١(‏ ش 

بالنسبة لسطح الأسطوانة 11206©1/ا2) ( const.=a‏ =€ ) نجد أنها تعرف على 
أنها عائلة من الخطوط المستقيمة المتوازية وك هذه الحالة يكون 0-'0- / . إذا 


0عدهم "يلظم 1 


0ك 


لآنه لا يمكن أن يكون المولد (الراسم) © موازي للمماس ۲ للدليل كما هو موضح 
ے شكل (۱۱۔۲). 





شكل :)۲١١(‏ أسطوانة عامة 


عائلة المولدات المتوازية (.008251- '⁄) ثابتة الاتجاه والعائلة الأخرى هي عائلة 


المنحنيات (.27-00251) وتعتبر منحنيات انتقال 1765لا 11832512]4101 4 اتجاه 
المولد 4. حقل متجه الوحدة العمودي على المستوى المماس 7,14 للأسطوانة العامة 
(المولد بالراسم © » والمماس '” للدليل) يعطى من 


مار 


)11.6( 





` |r'ral| 
:)۲١۱۱( مثال‎ 

بالنسبة لسطح المخروط C0١8‏ يكون 7 -.]025-(!/2)” أي أن المخروط 
هو عائلة من الخطوط المستقيمة التي تمر بنقطة ثابتة 7 (رأس المخروط) و هذه 
الحالة فإن المخروط يعطى من خلال الدالة الاتجاهية 


R(u' u )=p+u” ((4') (11.7) 


u رس‎ 


وو “R=‏ نيوت هر 
“RAR, =ul (+0, u” #0 )11.8(‏ 
لأن 4-0 م 4 فقط إذا كان المولد ثابت وهذا لا يحدث. 
أما إذا كانت 0= ”4 فإن 
(11.9) «رأس المخروط 0 ض0;R(',4”)=p= RAR,‏ 
وبالتالي يمكن القول أن المخروط ليس سطح مسطر منتظم لكن المخروط بدون رأسه 
سطح مسطر منتظم كما أشرنا إلى ذلك ك الباب السابع. 
حقل متجه الوحدة العمودي على سطح المخروط (بدون الرأس) يعطى من 
Wl Lal‏ 


lta l| '|م#|‎ 





u” ±0 )11.10( 


الشبكة النازامترية على سطع ا مخروط غبارة عن غاتلة من الخطوظ الستعيمة 
u' =const.‏ وكلها تمر برأس المخروط والعائلة الثانية u” =const.‏ وهي عبارة 
عن منحنيات متوازية تتسع كلما ابتعدنا عن رأس المخروط أي بزيادة 2 كما يتضح 
مو شكل زا 

5-0 .26 نقطة شاذة 


شكل (۳۱۱): مخروط عام 0 


u (mm 


:) 701١ مثال‎ 

بين أن سطح المكافئ الزائدي (السرج) 119261501010 Parabolic‏ 
(saddle surface)‏ 

(11.11) 7( )-”('×)= × 
يتولد بعائلتين من الخطوط المستقيمة وأوجد تمثيل بارامتري لهذا السطح 4 صورة 
مسطرة بالنسبة لكل عائلة من مولداته. 


الحل: 
السطح المعطى هو عبارة عن سطح السرج ويمكن كتابة معادلته (صورة 
مونج) على الصورة 
x =)x'-×”()x' +× (‏ 
ونفرض المستويات 


=x (11.12)‏ اهو( x? =ul , r, :(x +x?‏ عر جر 
واضح أن تقاطع المستوى )1= ×- '<«: ,7 مع السطح هو خط مستقيم يعطى 
بالمعادلات (11.12). أي هو خط تقاطع مستويين وبالتالي فإن عائلة الخطوط المستقيمة 

على السطح (11.11) هي تقاطع عائلتي المستويات 
= ×+ !× ,ارود ة رار 

وبحل المعادلتين نحصل على 

1 1 1 2 2 1 2 1 

XxX =U +U ),x =—(u - 

) 27 ) )2 
وبالتمويطن عق ([1[1) خضل عي 2270 بد 
وبالتالي يصبح التمثيل البارامتري للسطح على الصورة 


=u), 21?) )11.13(‏ ,)+ امم )د جر 


من (11.13) يتضح أن الخطوط البارامترية .200151 1 هي خطوط مستقيمة 
وكذلك الخطوط البارامترية .17-0011851 هي خطوط مستقيمة. 
إذاً النطح يتولد بعاكلتين من الخطوط المستقيمة هي على الترتيب 
او ار ار كر ا 
2 2 
8 2 و ا تالا 5/1 
6 ع “لا ( 46117 , 6+ ا كر R(u‏ 
التمثيل البارامتري (11.13) يمكن كتابته على الصورة 
1 1 1 1 . 
014 )'24,=,=( و0 ل )7ران 8 
J )‏ و ) 2 6 ( 
أو ك الصورة الاتجاهية 
M:R(u',u?)=r(u')+u ((u')‏ 
حيث الدليل ('⁄) ۲= ” والمولد (!)) يعطى من على الترتيب: 
1 1 
U 1 1‏ 4ر n‏ 
u (=), -—,0(, 14 (=), 4‏ 
e 2 ) E )‏ 
التمثيل البارامتري (11.14) يعطي تمثيل مسطر للسطح المسطر وليكن , ۸1 حيث 


5 هو الوكيل خط مشتقيه )والولد عو خا ممم :"اناك )ا 
با مثل يمكن كتابة (11.13) على الصورة 


1[ 1 2 2 
15 2ه ب ابسو ا (u1 )=k‏ ار الا 
E ( ) )‏ ل ل 


وهو تمثيل بجازامتري للسطح المسطر وليكن ر۸1 4 صورة مسطرة حيث 
الدليل ('⁄) #-” والمولد ('/0)-6 يعطى من على الترتيب: 


ريو )درا ر 
(u) 6 000‏ كر E‏ 


ا اس 


نختار أحد التمثيلات البارامترية وليكن (11.15) وتحسب المشتقات R,,۸,‏ وهي 
على الصورة 


1[ 1 
R2=( ,24(‏ ا كد 


س اوم 


سار | رم 


“RAR, = (u u u? با‎ 


0( + 227 + ?)"(2(=| رطى ها 


إذا التمتيلات البارامكرية (11:15(':)11:13) كلها تمفلات بازامترية منتظمة لسطع 
السرج. 
ملاحظة ( ۱١۱۹‏ ): 

واضح أن كل من الدليل والمولد لسطح السرج خطوط مستقيمة وبالتالي فإن 
عائلتي الخطوط البارامترية هي عائلات من الخطوط المستقيمة وهذا يفسر معنى أن 
سطح السرج مسطر مرتين 111160 لا1001161 بمعنى أن عائلة المولدات تتبادل مع عائلة 
المنحنيات (الأدلة) أي أن كل منهما يصلح أن يكون محل الآخر كما يتضح من 
شكل 41١١‏ )ء (0۱۱). 3 





نا 


شكل ):.١١(‏ : سطح السرج ‏ ۸1 شكل :)0.١١١(‏ سطح السرج ر ١1‏ 


تعريف 7511١١‏ ): 
سطح الكانويد القائم 002010 ]11851 هو سطح مسطر مولد بعائلة من 
الخطوط المستقيمة التي توازي مستوى ما 7 وتمر خلال خط 1 عمودي على المستوى 
7 وك هذه الحالة فإن الخط ,ل يسمى محور السطح. 
مثال (١اءة):‏ 
استنتج التمثيل البارامتري لسطح الكانويد القائم. 
الحل: 
نأخذ المحور 1 منطبق مع محور ‏ ×0 والمولد يقع 2 مستوى 7 يوازي المستوى 
2 ×0 . ونفرض أن المولد £ (متجه وحدة) يصنع زاوية 6 مع اتجاه ,€ إذا 
sin 0e,,0=0(u') )11.16(‏ + ,0-0562 
حيث 6 دالة 2 1 وعليه فإن التمثيل البارامتري يعطى من 
R(u' u )=r(u')+u? (u ),r(u')=u'e, . (11.17)‏ 
مثال (١1.ة‏ ): 
بين أن التمثيل البارامتري (11.17) تمثيل بارامتري منتظم 
الحل: 
بحساب المشتقات التفاضلية الجزئية الاتجاهية للدالة ۸ نحصل على 
0 


R, ذو 6 لات‎ 0,110" cos0,1) , ' سح‎ 
du 


R,=(cos@,sin@,0) .‏ 
اتجاه العمودي على السطح يعطى من 
Rı ^R, =(-sin0,cos0,-«*0')‏ 


(u'4?) (11.18)‏ , مع 7 '°0(+1= ون -| يلم “IR‏ 


a e 


مستا 


واضح أن التمثيل البارامتري (11.17) لسطح الكانويد القائم منتظم بشرط أن 0 
دالة منتظمة 2 البارامتر '* . والشكل التخطيطي للسطح موضح ذ شكل .)1.11١(‏ 





شكل (1.۱۱): سطح الكانويد 


:) "1١١ مثال‎ 
el 


خححد ي 


المندسة التفاضلية 





الحل: 
من التمثيل البارامتري لسطح الأسطوانة العامة يكون لدينا 
n‏ وهم م R =r(u')+u”l ,l1=a=const.,‏ 
du‏ 
ونجد أن حقل متجه الوحدة العمودي ١‏ على سطح الأسطوانة يعطى من 
Na FED (11.19)‏ 
|r'~a|‏ 


Ea gE a aa N No 
المستوى المماس ثابت لا يتغير بتغير نقاط المولد وبالتالي نقول أن المستوى المماس ثابت‎ 
على امتداد أي مولد من مولدات الأسطوانة.‎ 





)71١( شكل‎ 


تعريف :)2-1١(‏ 
إذا كان المستوى المماس للسطح المسطر ثابت على امتداد أي راسم من رواسمه 
فإنه يسمى سطح قابل للفرد 10676103816 أو ما يكافئ أن العمود ثابت على امتداد 

أي مولد مثل سطح الأسطوانة. 

تعريف (١1.ه‏ ): 

السطح المسطر المولد بالمماسات لمنحنى منتظم يسمى السطح المماسي 


.Tangential surface 


° 


اساسا ا 


مثال :)7.1١(‏ 
أثبت أن السطح المماسي لمنحنى فراغ هو سطح مفرود. 
الحل: 
دون خسارة ك التعميم (لسهولة الحسابات) نأآخل البارامتر u‏ (بارامتر 
انل هو اتر طون القوس: وتفترض أن انر هاي اا خو قاط نفدب 
(الانحناء ۸ لا يساوي صفر لجميع نقاط الدليل). ونفرض أن ('/1) ۲= ١‏ هو التمثيل 
الطبيعي للدليل ويكون المماس (!/)'/- 7 هو مولد السطح المماسي أي أن التمثيل 
البارامتري للسطح المماسي يعطى من 
17 )مد ةامر 
وبالحسابات التقليدية واستخدام صيغ فرينيه التفاضلية نجد أن 
RTT PEER TL‏ 
dı (11.20)‏ 
و8 1 دوعو ESIR‏ 
k n^T =-u* kb‏ أند يلم ,8 .. 
'(11.20) 0< كرمع Vu?‏ ,مع ع :د ]| رم 8 اد ge‏ 
حيث (0 ,7 ,7) هو حقل إطار فرينيه لمنحنى الدليل (أنظر الباب الرابع ب4 المنحنيات). 
من العلاقة '(11.20) يتضح أن السطح المماسي غير منتظم على امتداد منحنى الدليل 
22-0 ) ولذلك نأخذ آجزاء السطح التي تناظر O FSO‏ ويه 
,0> 0<" , 0< ول 
lg <0 , Vu? <0,k <0.‏ 


ولذلك نجد أن حقل متجه الوحدة العمودي ١‏ على السطح يعطى من 


فاكس _رظم 8 


e uk 
بينما لجزء السطح 0> 14 يكون‎ 
N =b(u') ,u” <0 

وعليه فإن العمودي ١‏ على السطح دائما يعتمد على !2 (بارامتر الدليل) أي أنه ثابت 
على امتداد المولد ومن تعريف السطح القابل للفرد نجد أن السطح المماسي قابل للفرد. 
ملاحظة "١‏ )؛ 

العمودي على السطح المسطر المولد بالمماسات لمنحنى فراغ منتظم دائماً يكون 
على امتداد العمود الثانوي ('⁄) 2 لمنحنى الدليل ويتضح ذلك من شكل .)1-١ ١١‏ 


N --b)u'),” >0 )11.21( 


77 
EES 
LL 
o ESSE 
SESS 
Ane CZ 
SSS 
ES 
(ESS 
شک‎ 





شكل )۸١١(‏ : السطح المماسي 
ملاحظة (١1؟‏ ): 
النقاط الشاذة للسطح المماسي تقع على امتداد الدليل( 0 = *). 


۲١١١(‏ ) الهندسة الخارجية للسطوح المسطرة: 
Extrinsic Geometry of Ruled Surfaces:‏ 
نعتبرسطح مسطر عام ودون خسارة ب2 التعميم (لسهولة الحسابات) نأخذ 
اتجاه المولد فتحية وة ( 6 5<=0(2 "2 6>) ومننعتى اللىل ( )۶= مر ع6 


١0 ر(‎ 


ممثل تمثيل بارامتري طبيعي منتظم أي أن "1 هو بارامترطول القوس. إذاً السطح 
المسطر يعطى من التمثيل البارامتري المنتظم الآتي: 
R(u',u”)=r(u')+u7”e (u)‏ 
وبحساب المشتقات التفاضلية الجزئية حتى الرتبة الثانية نحصل على 
+u’e' ,R,=e‏ تر 
,R,=0,R =e’‏ "تيم R =k‏ 
ومنها نحصل على الكميات الأساسية الأولى 
2-2 0, > وكلوى عل >- وى 8 
<e',e' <+ 217 <T ,e' >, 122‏ (12) +1 د رع .“ 
1>يوع, < €, 1>- يرع 
<e',e' > +2u? > 7 ,e' >—-<T ,e >,‏ 12(2) +1 ع .:. 
وعم لبهم RAR, =T‏ 


N 1 2€ +e ne )11.23( 


e 


L,=<N ,! رو‎ >=0 
LSD Lely, SON RES 


<T “هرد هم‎ re,e' > 
8 


1 
=-—(<T ne,e' >+ <e' رهم‎ >) 


ررس( 


هسه ت ) 


2610 1 
(تڪرار ضفين ے2 محدد) ,e,e']+u{e',ege'}])’,‏ 7]) د 
5 
a Ra (11.24)‏ 1 
8 


آي أن السطح المسطر مكون من نقاط زائدية والانحناء الجاوسي !1 يعطى من 
10 7 
م e1‏ ثا__ Z‏ 


K = 2 )11.25(‏ 
8 58 
أي أن السطح المسطر انحنائه الجاوسي سالب لجميع نقاطه. 
مثال (۸۱۱): 


أثبت أن السطح المماسي مكون من نقاط مكافئة. 
الحل: 
من المشتقات الجزئية (11.20) نجد أن 
=—kuT +(uk'+k)n+u?k | |‏ 1 
du (11.26)‏ 
0> 0,2- ير , Ry,=kn‏ 


إذا الكميات الأساسية الثانية على السطح المماسي هي 


ب لع >,N‏ الووي "ل >ت Lug‏ 
> الوا كد رما .'. 
kn,-b >=0‏ >د ررط,< (u k'+k)n+u? kth ,-b‏ + 77رع/- > - 
(11.27) 20 رت لوجع "يداك E‏ 


.. L=Det(L,g)=0, 7 2 


وهذا يثبت أن كل نقاط السطح نقاط مكافئة. 


جك كمد 


ملاحظة :)21١(‏ 
4 المثال السابق إذا كان منحنى الدليل منحنى مستوي (0 - 7) فإن 
0= وي تطابقياً أي أن السطح المماسي كل نقاطه نقاط مستوية وبالتالي فإن 
السطح المماسي ب4 هذه الحالة هو المستوى اللاصق الواقع فيه المنحنى. 
مثال (١امة‏ ): 
أوجد خطوط الانحناء والانحناءات الأساسية للسطح المماسي. 
الحل: 
من العلاقات (11.21). (11.27) والتعويض 2# المعادلة التفاضلية (9.34) 
التي تعطي خطوط الانحناء نجد أن 
(du) -du'du” (du)‏ 
Det | 1+ (ku) 1 1 =0‏ 
u kr 0 0‏ 
والتي تأخذ | لصورة التالية 
u kr (du? + du')du' =0‏ 
وحيث أن المنحنى (الدليل) فراغي منتظم (0 ± 0,7 + £0,۸ 1/7) 
(du? +du' )du'‏ 
وهي معادلة تفاضلية 2 ”,1 ويمكن تحليلها إلى 
du' =0 or du +du” =0‏ 
وبالتڪامل نحصل على 
const.=c, or u! +u” = const.=C;‏ = أن 
إذأ خطوط الانحناء على السطح المماسي هي عبارة عن عائلة منحنيات 1/١ =٤‏ 
(المولدات) وعائلة المنحنيات ر =٤‏ ”1+ 1 أو !- =٥‏ 1 وعليه فإن هذه العاثلة 


O 


الهندسة التفاضلية 
تعرف من التمثيل البارامتري للسطح بوضع '1- =٤‏ 1 أي هي عائلة تعتمد على 
بارامتر ,© وتمثل من خلال الدالة الاتجاهية 
R(u')=r(u')+(c, -u')T (') , (ec, zu) (11.28)‏ 
df dR‏ 
~v" | <0‏ ,|= | |, م ازا رم عد .. 
du du‏ 
أي أن هذه العائلة من المنحنيات الانحنائية مكون من منحنيات منتظمة. 
الانحناءات الأساسية ر#,,#/ تعطى من 


1 
H =k + k=" هجوا‎ Lı (الانحناء المتوسط)‎ 





K =k k= =0 (الانحناء الجاوسي)‎ 
))11.20( »)11.27( وحيث أن (من‎ 
11_812 1 2 
تت رط , ع2‎ kr 
e RF 
“u kr و‎ 
0 (Ok ku? 


أي أن الانحناءات الأساسية على السطح المماسي تحقق 


r 


چ رع + ب 0 kk,‏ 
u‏ 
وجب أن يكون 2,20 (مغلاً) وهو الانحباء الأساندئ المشاظر كعائلة المولذات» 
و :1 ووا اء ناي اا ر خصو الاتجعاء ری 
u‏ 
(11.28). 


“ع 


وإذا كان المنحنى المولد مستو (0 = 2) فإن 0 = رK‏ » أي أن السطح المسطر 2 هذه 
الحالة يكون مستصغر حيث 0 = (ر +K‏ ,)= 77 وكل نقاطه نقاط مستوية 
حيث 0= و[ تطابقياً وعليه فإن السطح المسطر الذي يحقق 0 = ×> 0 = 24 
يكون مستوى. 
مثال :)1١.1(‏ 

بين أن السطح المماسي لمنحنى فراغ منتظم يغطى بعائلة واحدة من الخطوط 
التقاربية منطبقة على مولداته. 
الحل: 

من المثال السابق نجد أن الخطوط التقاربية للسطح المماسي هي 

I=L,g du“ du” = رط ,0= *(ألاك) رط‎ #0 

إذاً 4١-0‏ هي المعادلة التفاضلية للخطوط التقاربية وهي عائلة المولدات 
con. (‏ = 4) الوحيدة. 
تعريف :)٦.۱۱(‏ 

الت ا(0 ۶ لزا ق فجن التتسفظع اا ر 
( ' )+ ('1) ۲=( ,)۸ والذي يحقق 0=< ,۲> يسمى خط مضيق 
Line 01 Striction‏ ونقاط هذا الخط تسمى نقاط مركزية 201215 Central‏ 
للسطح المسطر. 
ملاحظة (١1ءة‏ ): 

خط المضيق على السطح المسطر لا يعتمد على اختيار الدليل. 

نحاول الآن استنتاج التمثيل البارامتري لخط المضيق باعتباره منحنى 
(' )0= ”1 واقع على السطح المسطر بمعنى أن 

F(u)=r(u')+o(u')£(u') أ‎ e1 )11.29( 


حيت ( 02 دالة حقيقية اتختيارية 


ودون خسارة ك التعميم نختار المولد متجه وحدة بمعنى أن 
(11.30) 0-< '/,) > 

بالإضافة إلى أن (من تعريف ))121١١(‏ 
(11.31) 'أى +7 <r ,l' <- 0 ,r'=r'+o'‏ 


من العلاقات (11.29), (11.30): (11.31) يمكن استنتاج الدالة (!)ى = 4 





> 1,0 >لاياى طح رم >< ,7# > -0 
اذا 
a a )11.32(‏ 
> 0 ') > 


وبالتعويض به (11.29) نحصل على التمثيل البارامتري لخط المضيق على الصورة 








O )11.33(‏ 
> '),') > 
أو ہے الصورة المختصرة 
LETE‏ 0 
> ,> 


الآن نعتبر سطح مسطر دليله خط المضيق وتمثيله البارامتري له الصورة 
R(u',u)=rF (u')+u0(u') )11.35(‏ 
من (11.35) نحصل على ۰ 
آم السام ,R=L ; RAR,=F‏ دس R =F‏ 
وبما أن 
<F", <- 0 )11.36(‏ , 0 -< لا ') > 


نستنتج أن (تحليل المتجهات حيث /لم + ۸4 = 1م  7”'‏ 0 = 2 هذه الحالة) 


الهندسة التفاضلية 


(11.37) “ام ارم 
حيث ('/) دالة اختيارية بك البارامتر "1 وبضرب طر العلاقة (11.37) قياسيا 
4 4 نخصل على 
E (11.38(‏ 
<l 0 <‏ 


لتعيين النقاط الشاذة على السطح المسطر (11.35) نقوم بحساب المميز المتري م حيث 
+u t^ (f‏ 20 }= | رام ,دع 
^l >‏ ,> نط2 +(u J| ^C‏ ?7 |= 
(u) | ("| 0| sin? 0+ 22u ET, £]‏ | 4= 


2600م 


وحيث أن € ') متعامدان (1= ©512): ) متجه وحدة( 1=|) |) 

.: ظادع‎ AR, | =(4? + (1)”)| |”  )11.39( 
من هذه العلاقة يتضح أن النقاط الشاذة (0 = ع) تعر دن 0خ دغل اداد‎ 
خط المضيق والذي ينطبق على الدليل) وهذا يحدث إذا كان وفقط إذا ڪان‎ 
. 2)4' (=0 
:)71١( تعريف‎ 

الدالة ('/)4-2 المعرفة بالعلاقة (11.38) تسمى بارامتر التوزيع 
.distribution parameter‏ 

الانحناء الجاوسي £ للسطح المسطر (11.35) يطى من (11.25) حيث 

g =( (YC 
[F',€,C' j 


8 
_L_ F,(,0] 
ع‎ (4+47) || 


ت 


ومن (11.38) نحصل على 

(11.40) ملاظ ميد 

(4 + 00( 

وهذا معناه عند النقاط المنتظمة يكون الانحناء الجاوسي سالب أو يساوي صفر 
ويكون 0 = 1 فقط على امتداد المولدات التي تلتقي مع خط المضيق عند نقاطه 
الشاذة. من المعادلة (11.40) يتضح أنه إذا كانت 2۶0 فإن | (7) £ | دالة متصلة 
على المولد وبالتالي فإن النقطة المركزية 0111م ۲2٣6ء‏ يمكن وصفها على أنها 
النقطة التي عندها الدالة |(2) | تأخذ قيمة عظمى. 
ملاحظة 5.1١‏ ): 

لاحظ أن / تأخذ نفس القيم عند النقاط على المولد والمتمائلة بالنسبة للنقطة 
المركزية. 
حقل متجه العمودي (1',2/7) ١‏ عند النقاط المنتظمة على السطح (11.35) يعطى من 
م انه 207 _ RAR,‏ 


N u'7) =2 )11.41( 
E tay 
عند النقطة (4',0) يكون‎ 
NO A20 )11.42( 


4 
إذا كانت م الزاوية بين (27,'!]) /4',0(,2) ١‏ (عموديين عند نقطتين متجاورتين) 
.“.cosp=<N (u',0),N (1,4) >‏ 
وبالتعويض من (11.41): (11.42) نحصل على ( 0 =< '), 0 م 6 >) 
2 


4 + 7 


إذاً (باستخدام العلاقات المثلثية) يكون لدينا 


205 = 


(11.43) كُ د مم 
u‏ 





كما هو موضح 2 شكل )٩.۱۱(‏ 





)11١( شكل‎ 


العلاقة (11.43) تعطي تأويل هندسي لبارامتر التوزيع حيث *2 المسافة على امتداد 
کا تدك ا عا کی اود ا بر رة ور على شمن اة( يدا 


م 
مشال :)۱۹١۱۹(‏ 

أوجد بارامتر التوزيع لسطح السرج 

Z=ax yJ , 00 (11.44) 
الحل:‎ 


التمثيل البارامتري المنتظم لسطح السرج المعطى بالمعادلة الكرتيزية يعطى من 


2 
R(u',u)=(u', uu?) 
d 


ظ © 


المندسة التفاضلية 
SOOO E (11.45)‏ وام 
0 


كماهو موضح بالشكل (111١٠)حيث‏ اخذنا 1 = ۾ 





٠‏ شكل :)٠١2١(‏ السرج 
ع التمثيل البازامترى (11:45) نض 
)4 ,0=( , (0,0, !نهد )م 
0 
اذا (0,0,1)-1,0,0(,2) ع 'مر 


وبالتالي فإن الدليل ('⁄) ۲= 7# هو خط مضيق للسطح المسطر ( 0 =< .)>٠",)'‏ 
وبالتعويض عن 2,1 » "7 2 (11.38) نحصل على بارامتر التوزيع 2 الصوزة 


112 2 
ر ر 
a‏ 


لايع و O‏ 
0 

أي أن بارامتر التوزيع ( )4 دالة تزايدية بالنسبة لسطح السرج. 
(١701)السطوح‏ المسطرة القابلة للفرد: Developable Ruled Surface‏ 
تعريف +1١‏ ): 

السطح المسطر القابل للفرد هو سطح مسطر بارامتر التوزيع له منعدم أي 
يحقق 0 = [','/,] =('2)4 . 
تعريف (۹.۱۱): 

حرف شط التضيق يان لعن الي لاط الاد لقنن 
للفرد. 
وباستخدام التعريف )۸-١١(‏ والعلاقة (11.40) نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية 
الشهيرة التي تميز السطوح القابلة للفرد. 
نظرية (۱.۱۱): 

الانحناء الجاوسي عند النقاط المنتظمة على السطح القابل للفرد يساوي صفرا 
تطابقياً identically Zero‏ 

زيادة 2 التأويل البندسي للسطوح القابلة للفرد » نعتبر الشرط ( ۸=0 ) 

(11.46) 0=]','(,([ 
وهذا الشرط يتحقق ب الحالات الآتية: 

(i)‏ 0 62م 
إذآً 0= (المولد © ثابت) وب هذه الحالة يكون السطح المسطر أسطوانة عامة» وك 
الحالة الثانية وهي آن خط المضيق ١‏ يحقق الشرط (11.46) آي على امتداد خط 
المضيق #(0-< ') ١,‏ >) للسطح المسطر يكون بارامتر التوزيع منعدم وهذا واضح 


من تعريف .)۹-۱١(‏ 


اسل سي ل 


(11.46) محقق 
ب الشرط 1 
<F =‏ 5 
F#0,Vu' el‏ و 0=> ا 
e‏ إذا كان 0 لسطح 3< 5 4 
1) إذ : هوا ق يؤول إلى نقطا 
) اذى .اذا ا ات فإن خط المضيق يؤول 
تضح أن 4 يوازى 1 =0,Vu' e‏ ”7 إن ا 
ٍ 111) إذا ڪان ¿ مخروط رأسه النقط 
7 والسطح ا 3 امفيحة E‏ 
و 2 ی 
ا ل ڪا مقاطع من أسطوانات 
اهز اتاد هة 
نتيجة (١ءا):‏ للفرد عند النقاط المنتظمة هو 
96 م د 
| 1 
ومخاريط وسطوح ايد زان)86 > واستبدال 
ف (رااءء؟): نويد القائم يوضع 5 
ا كا 0 يكون له التمثيل البارامتري 
الناتج 7 ن 
السطح ث (0,27) € 14 ب 1 5 
تر أ4 بالقيمة 1( =) 1 
)=(u” cosu',u* sinu',au' ) Sm‏ 2 شڪل 
3 هو موضح > 
11.47 : اللولبي كم 
) لبليكويد 116116010 أو السطح اللولبر 
سطح البلي 
ويسمى 
E‏ 
7 7 


0 
1 IG 
AS 7 


/ << 
0 


ا ف عر 

2 AINA ESR 

1 OOS 
E 
HE 





()1411( 5 


هذا السطح يتكون من عائلتين من الخطوط البارامترية أحدهما .]0025 = أ// 


(عائلة الخطوط المستقيمة) والعائلة الأخرى تناظر .0254© =4 (عائلة الحلزونيات 
الداكزية) وبالثالي فهو ينطع بطر يعنطئ بالتفقيل البارامتري السو ال 
(11.48) )0 ةسرامم د ةامر 


(0,اننصنة, ا نتومء) -(1)/, r(u')=(0,0,au')‏ 


Envelope of a Family of Planes غلاف عائلة المستويات:‎ ) 21١ 

رأينا أن السطوح القابلة للفرد تتمتع بخاصية أن المستويات المماسية لها على 
امتداد أحد المولدات تكون ثابتة وي هذه الحالة يقال أن السطح القابل للفرد (البسط) 
يمس عائلة من المستويات التي تعتمد على بارامتر واحد على امتداد أحد مولداته ويقال 
4 هذه الحالة أن السطح المفرود غلاف 62761026 لعائلة المستويات المماسية. ولذلك 
هنا نقوم بتعريف معنى غلاف عاثلة من السطوح. 
تعريف :)11١١1١(‏ 

نعتبر عائلة من السطوح المنتظمة (//) 5 التي تعتمد على بارامتر واحد // . 
السطح المنتظم الذي يمس عند كل نقطة من نقاطه سطحاً واحدا على الأقل من 
سطوح العائلة (//) 5 يسمى غلاف 6217/6106 للعائلة (//) 5. 
نظرية (۲۱۱ ):( بدون برهان ): 

غلاف عائلة السطوح المنتظمة 

S „F(x 1 x ,x ;1)=0, VF #0 


يتحدد من حذف // من المعادلات الضمنية الآتية: 


FE =O, دزو‎ OA 
Ou 


أي أن الغلاف يعطى بمعادلة ناتجة من حذف البارامتر // من المعادلات (11.49). 
نعتبر عائلة من المستويات 
T(U):<r,N (U)>+d (1)=0 -)11.50(‏ 
حيث (//) ١‏ متجه الوحدة العمودي على المستوى المناظر للبارامتر // و (//) 4 طول 
العمود الساقط على المستوى (//)2 من نقطة الأصل. 
غلاف عائلة المستويات يتحدد من 
<r,N (1)>+d(1)=0,‏ 
ODS DS N)‏ 
du‏ 
عندما تكون ك = ل/ ثابتة فإن المعادلتين (11.51) تحددان خط مستقيم 
(//)£: م8 وبالتالي فإن الغلاف يولد بواسطة المستقيم (//)سآ: 8 . 
نظرية :)۲١۱۱(‏ 
غلاف عائلة المستويات أحادية البارامتريمثل سطح أسطواني أو سطح 
مخروطي أو سطح مماسي كما هو موضح 4 شكل .)1١1١(‏ 





سطح مماس 


سطح مخروطي 





البرهان : 
خارج نطاق الكتاب. 


ملاحظة 7.١‏ ): 
المعادلتان (11.51) تحددان عائلة من المستقيمات (//).!: :م تكون متوازية 
(سطح أسطواني) أو متقاطعة 4 نقطة (مخروط) أو تمس منحنى فراغ منتظم (سطح 


مماسي). 
نتيجة :)۲.٠۰(‏ 

لوقو عرفل المستوياك احادكة المازانك تسو يمظع قال ارو اتر یکل 
(۳۱۱((. 





شكل :)۴١١(‏ الغلاف والسطح القابل للفرد 


)١1١(نيرامن‎ 


)220 أوجد الكميات الأساسية الأولى Sap‏ والمميز المتري ع للسطح المماسي ومن ثم 
أ وجل تفاظة DER GEN boa aga on adm N‏ 
حنك })1,3( €< D={(u",u*)lu' e (-1,2),u?‏ 


تت 





ك حالة المنحنى (الدليل) (”⁄,"114ء,'u'(=)cosu) ٣‏ 


(۲) أوجد الصيغة الأساسية الأولى والثانية والانحناء العمودي للسطح المسطر المولد 
بالعمود الشانوي ('۷) 0=( للمنحنى (!7)” - ” حيث 4 بارامتر طول 
القوس وأوجد النقاط الشاذة عليه إن وجدت. 


(۳) بالنسبة لسطح الأسطوانة والمخروط أوجد الانحناء الجاوسي والمتوسط وحكذلك 
خط الاتحناء والاتحتاءات الأسباتيية عليه 


(8) بين أن الخطوط التقاربية على السطح المماسي هي مماسات الدليل. 


(' )۸ = ۸ لمنحنى فراغ منتظم ('⁄) =١‏ ”. وأوجد كذلك خطوط الانحناء 
والخطوظ التقاريية ركدلا تقاط الشاذة إن و دت 


() بين أي من السطوح المعطاة 4 التمارين من )١(‏ إلى (0) يكون فابل للفرد. 
(۷) بين أن خط المضيق على منطح البليكويد 116110010 هو محور 2. 
(۸) بين أن بارامتر التوزيع لسطح البليكويد ثابت. 


(9) أوجد خط المضيق على كل من الأسطوانة والمخروط والسطح المماسي. 


حصتححك - ي 


12 أوجد مساحة جزء من سطح البليكويد (”۷⁄,'») ۸ مناظر للمنطقة‎ )٠١( 


(u Ye D=[ “ل [1,2-]»«[ك,‎ 5585 


)١١(‏ أوجد خطوط الانحناء والانحناءات الأساسية على سطح البليكويد. 
)١0‏ أوجد غلاف عائلة المستويات ”1= 2+ بر+ ×4 حيث // بارامتر العائلة. 
)١7(‏ أوجد الانحناء الجاوسي والمتوسط وكذلك خطوط الانحناء والخطوط التقاربية 
للسطوح المسطرة التي رواسمها هي: 
(1) الأعمدة الأساسية لمنحنى فراغ منتظم. 
(إرشاد: 0 10000 كما ے مثال .))3101١(‏ 
(11) الأعمدة الثانوية لمنحنى فراغ منتظم. 
(إرشاد: ( u” (=r) ( +b)‏ '») 85 كما ے مثال (۹.۱۱)) 
)٠١(‏ للسطح المسطر (2)) ۷+ ( /7)2-( 1,۷) ۸ أوجد شرط أن الانحناء الجاوسي 
يساوي صفر. 
)١6(‏ متى يكون السطح المماسي مستصغر. 
(13) ناقش فيما إذا كانت السطوح المسطرة الآتية مستصغرة 


(1) السطح المولد بالعمود الأساسي. 
(11) السطح المولد بالعمود الثانوي. 


(1) أوجد الانحناء الجاوسي لسطح الكانويد 


R(u,v )=(u cosy ,u 51172 , 605 2v ( 


اس( 


1 اة ضا 


الباب الثاني عشر 
السطوح الدورانية في الفراغ الثلاثي 


Surfaces of Revolution 


ل هذا الباب نقوم بتعريف وعرض أشكال السطوح الدورانية وطرق تمثيلها 
ونركز على دراسة البندسة الداخلية والخارجية لبا وكذلك دراسة السطوح الدورانية 
ذات الانحناء الثايث. 


Geometric Construction )البناء الهندسي للسطوح الدورانية‎ ٠١١3 
مشر کی یری انتما‎ 


C :r =r(u')=(f, أ‎ ),0,f,(4)),£,(u')>0,u' € (a,b) (12.1) 
d qd PS REFTE 1 
واشرية المسنتوئ و يت 20 ب + )ا د‎ 


وباختيار محور الدوران منطبق على محور  0٨‏ حيث المنحنى € لا يقطع محور 
الدوران. بدوران المنحنى € دورة كاملة حول محور ‏ ×0 فإن كل نقطة من نقاطه 
ترسم دائرة مركزها يقع على محوز الدوران والشكل الناتج من الحركة يسمى سطح 
دوراني. والحركة تسمى الجركة الدورانية 11011011 1617011111011 والمنحنى يسمى 
منحنى الشكل 011116 0101116 أو منحنى البيئة ومحور الدوران يسمى محور السطح 
الدوراني (محور التماثل /5[/1111116111 01 315) كما هو موضح 4 شكل (۱۱۲) 
نحييي #7 “زاومة الدوراة و عا دوو الى )سول لور عفان 
النقطة ‏ تنتقل إلى نقطة جديدة (87,') ۸ لبا نفس الإحداثي * × ولكڪن 
الإحداثيات ' ×,” × تغيرت إلى 6051/7 ,811۷ ر على الترتيب. 


ا 


C 
x (f(4), 0,f, )) 





شكل (۱۲۔۱) 
المواضع المختلفة التي يأخذها المنحنى € أثناء الدوارن تسمى خط الزوال Meridians‏ 
للسطح الدوراني والدائرة المرسومة بنقاط المنحنى ') أثناء الدوران تسمى المتوازيات 
5 للسطح الدوراني. ومن هندسة الشكل نجد أن 
R(u',u”)=(f,(u )cosu?,f (u )sinu?,£,(4')) (12.2)‏ 
أو ل كك * (x) +(x °7 =f 7(4), x‏ 
أو )° لح( (x‏ "بكر (x) +(x) =f‏ 
حيث © دالة منتظمة 2 0 ور دالة منتظمة (آي لبا معڪوس). 
ونلاحظ أن ۸ ناتج من دوران المنحنى € حول محور * ×0 بمصفوفة الدوران 
—sinu” 0‏ ”يروم 
A=| sinu” cosu” 0 )12.3(‏ 
1 0 0 


سه امي ) 


R =4 .r' (u) 
f, 
.R=A4A. 0 (12.4) 
f) 
نقوم الآن بحساب المميز المتري € للسطح الدوراني حيث‎ 


١ d 
R, = (f, cosu f j sinu f), = 


du! 
R,=(—f,sinu”,f, cos47,0) , 
Rı ^R, =(f f jcosu”,—f f sin كل‎ f0: 


IRiAR, =f, f I) <0 )12.5(‏ 
#£0 
إذا لتقل (12:2)تستين ارا رى متقظم للسطه الدوراتي: 
التمثيل البارامتري (12.2) ليس هو التمثيل البارامتري الوحيد ولكن توجد تمثيلات 
مختلفة للسطح الدوراني ونوضح ذلك كما يلي: 
رين : 

)١(‏ بوضع f) (=v‏ بشرط أن 7 أي أن 7 تناظر أحادي. إذا 

)=( او ( ۷=( f)‏ 
وبالتالي يكون لدينا التمثيل البارامتري 

(12.6) ((' ما 'sinu*,f‏ مث رومع X vu )=( ١‏ 
أو 2 الحالة العامة (بدلالة رموز متشابهة) 
CR’ xR (12.7)‏ لطع sinu?,f («')),(u', u”)‏ أت “نوم R(u',u”)=(u"‏ 


كما هو واضح ب شكل )٣.۱۲(‏ 


© 





£ (u! )=e" £ (u')=cos 


شكل (۲۱۲): سطح دوراني 
بالنسبة للسطح الدوراني (12.7) نحصل على 
R, = (cosu?,sinu?,f ),R, = (u sinu?,u' cosu”,0),‏ 
“RAR, =u'(f 'cosu*,—f 'sinu?,1),‏ 


(12.8) 
0< ابرع 7 رج الحأ د]| يلم ,8 


أي أن (12.7) تمثيل بارامتري منتظم للسطح الدوراني. 

(0) التمثيل البارامتري يختلف باختلاف محور الدوران فمثلاً إذا كان منحنى الشكل 
(( “)ك0 ,( نت C :r(u')=(f,‏ 

ومحور الدوران منطبق على محور ' ×0 فإن السطح الناتج يكون له التمثيل البارامتري 

الط امكل ادا ااه 


س( 


فة امي ) 


R(u' u (- )6 وك‎ (u )sinu”,f; cos?) 
1 0 0 VF 
=|0 cosu? sinwu? || 0 (12.9) 
0 -sinu” cosu? Jf, 
إذا كان المنحنى‎ )۳( 
C :r(u')=(0,f 2(4") (4)) 
واقع 2 المستوى × × ومحور الدوران منطبق على محور ” ×0 فإن السطح الدوراني‎ 
يكون له التمثيل البارامتري المنتظم الممثل ب2 الدالة الاتجاهية‎ 
R(u",u*)=(f, أن) رك النطذة‎ ),f;cosu') 
cosu 0 sinwu' 0 
اع‎ 0 1 0 lf, )12.10( 
-sinu 0 cosw' lf, 
التمشيلات البارامترية المنتظمة (12.9): (12.10) يمكن أن تؤول إلى (بتغيير‎ 
))12.7( 4 البارامترات كما‎ 
R(u',u*)=(f (u )yu' sinu?,u' cosu?),4' > 0 )12.11( 
7 ا‎ )=(u'sinu”,f ("),u'cosu?),1' > 0 )12.12( 


كما هو موضح 4 شكل (۱۲۔۳)» )٤١١(‏ على الترتيب. 





شكل :)٣.۱۲(‏ سطح دوراني 


س( سس 





f (u')=coshu' 


کل( )طخ دورانی: 

لوضف السطع الدوراني هندسياً نختار أحد التمثيلاث البارامترية وليكن (12.7) 
ونحدد الخطوط البارامترية كالآتي: 

الخطوط البارامترية .]0125© = 4 تسمى خطوط الزوال 11161101815 
للسطح الدوراني. بينما الخطوط .]2025© = u‏ تسمى خطوط التوازي 081211615 
وهي عبارة عن دوائر تقع بے مستويات عمودية على محور الدوران. 

وبحساب المماسات ,۸ » ۸ لخطوط التوازي والزوال على السطح الدوراني 
(12.7) نجد أن (من (12.8)) 0-< ۸,۸ >= ورم أي أن خطوط الزوال وخطوط 
التوازي للسطح الدوراني تكون شبكة متعامدة. 
ومن (12.8) نجد أن الكميات الآساسية الأولى ري £ تأخذ الشكل 

(12.13) (* كر+ ])*('») - ع,0 د ررع, ”('1) د برع , ° £+1= رع 

حيث المسافات القوسية 45,45 على امتداد الخطوط البارامترية تعطى من 


a الجر‎ E =4 <0 )12.14( 


Uu 


الكمياتث الأساسية الأولى الرافةة ع هن 
1 1 22 1 11 
(12.15) لح تح 7ع ,0= ر ع ع = أو 
E 822 (u)‏ 811 
حقل متجه الوحدة العمودي ١‏ على السطح الدوراني (12.7) يعطى من 
RAR, RAR,‏ 


IE 


(f 'cosu?,—f 'sinu”,1) (12.16) 





N (uu )= 





N = 


2 +1 
المشتقات التفاضلية الجزئية ذات الرتبة الثانية للدالة الاتجاهية (12.7) تعطى من 
R,, = (0,0,f "),R,, = (-sinz",cosu”,0),‏ 


0 )12.17( 


1 ٠. 
!1ه ) = ور[‎ cosu?,-u' 51110 7, 0(, جح"‎ 
7 


وباستخدام تعريف الكميات الأساسية الثانية < ,و )1 >= و[ نحصل على 


f f‏ 1 5 ا 
0 ج و جد رطا هه 
I‏ 2-2 تعر زه 
باستخدام نظرية (4.4) نجد أن خطوط الزوال وخطوط التوازي تنطبق على الخطوط 
الانحنائية لأن 0= ر2 , 0ع يرع . 





(12.18) 0ديط 


ملاحظة ( ۱.۲ ): 
واضح من (12.13)» (12.15): (12.18) أن الكميات الأساسية الآولى 
والثانية دوال ب2 البارامتر أ4 . 
الانحناءات الأساسية ر ۸و۸ والانحناء المتوسط # والانحناء الجاوسي ۸ 
تعطى من العلاقات الآتية: 
LSS LEE LS,‏ تود SRR‏ 


xu (o 


وباستخدام (12.15) نحصل على 


(12.19) و 4+ عا ب لكت 2H‏ .. 
822 81 
K EES ARE )12.20(‏ 
822 إرى 5 


وباستخدام (12.19): (12.20): (12.18): (12.13) نحصل على 


(انحناء خط الزوال) a‏ ع 
Ef‏ 
ES )12.21(‏ 


L f 
k E E (انحناء خط التوازى)  .- المت‎ 
8E» u'(1+£7) 7 


حيث ,۸ هو انحناء منحنى الشكل (البيثة). وكذلك فإن الانحناء الجاوسي ۸ 
2 / ما 

uf/ +f (1+ 
Lk 037 


222(7 
e 
ا‎ 2) 
AE) 


الخطوط التقاربية على السطح الدوراني تعطى من 
I= L,gdu“du* =0‏ 

ومن (12.18) نحصل على 
Ln‏ 
4 





(du)? + L,, (du?) =0 > (e) =-‏ رآ 


70 
du?‏ 
وهذا محقق فقط إذا كان ,£ » رر مختلفي الإشارة وبالتعويض عن ,£ رر 


را( ا 


اة ست ) 


الاش لله 
)12.24( 7 0 ما 


اكات الاه راتت ان د وت افو اتا رة تون موو ةا 
كانت 1 » " / مختلفي الإشارة» وخلاف ذلك لا توجد خطوط تقاربية. وبما أن 
20 إذأ ڪي توجد خطوط تقاربية يجب أن يكون 0 < " ر . 
ملاحظة ( ۲۰۱۲ ): ش 

خطوط التوازي وخطوط الزوال تكون شبكة مترافقة (0 = رررا). 


>1١‏ )السطوح الدورانية ذات الانحناء المتوسط ثابت: 

السطح الدوراني الذي انحنائه المتوسط ثابت وليكن ٨1,‏ يجب أن يحقق 
المعادلة التفاضلية 

(12.25) 2557 كا لض ك3 

OY OEY 

هذه هي المعادلة التفاضلية للمنحنيات المولدة للسطح الدوراني الذي له الانحناء المتوسط 
ثابت (لأنها تحدد الدالة ('⁄) ر= / التي تعرف منحنى الشكل (المولد)). 
باستخدام التعويض 


E OS 
E 
E ا‎ 
FT) 
وبالتالي (12:25) تأخذ الصورة:‎ 
zg دن‎ 
Uu 


وهي معادلة تفاضلية خطية ب2 2,' 2 ولبا حل عام ب4 الصورة: 


س( 


=H ,u' + ,e =const. )12.26(‏ ع 
Uu‏ 


والانحناءات الأساسية تأخذ الصورة الجديدة 


k= )12.27(‏ , در 
وباستخدام (12.26) نحصل على 
C 6‏ 
12.28 بكس لدرخ , يكب 8< ) 
(u) ( )‏ 2 )1( 0 1 


من هذه المعادلة يتضح أنه إذا كان السطح له نقطة كروية (ر۸= ,۸) فإن 0-0 
والسطح يتكون كله من نقط كروية. إذأ السطح إما أن يكون كرة (0 ± , /2) أو 
مستوى 0= ,77 وبالتالي نكون قد توصلنا إلى إثبات النظرية التالية: 
نظرية (۱.۱۲): 
السطح الدوراني ذو الانحناء المتوسط ثابت إما أن يكون كرة أو مستوى أو 
ليس له نقط كروية. 
مثال (؟7١١1):‏ 
أوجد معادلة المنحنيات المولدة للسطح الدوراني ذو الانحناء المتوسط ثابت. 
الحل: 
بما أن E EE‏ 2 
(+f)‏ 
H,(u')” +c‏ 7 
1 


TS 7 


1 
0-4 


) 
ومنها يكون لدينا 


2 


+e)‏ “اب 1 )4( _ ا 
f (H, (u) +e)‏ 


ر( 


H,(u')” +e‏ ب 
(u) —(H, (u) +e)‏ 
(12.29) ا E‏ 
+e)‏ “لأس 87)- ”)'(( 
وهذه هي معادلة المنحنيات المولدة (منحنيات الشكل) للسطح الدوراني. 
مثال (۲۰۱۲): 
أثبت أن الكاتينود هو السطح الدوراني الوحيد بخلاف المستوى الذي انحناته 
المتوسط منعدم. 
الحل: 
بالنسبة للسطح الدوراني المستصغر 0= ,17 نجد أن 


1 
cosh") „0‏ += ايه سكب] += £ 
Cc‏ م )1( 


| 
“.£ =+cosh"(k),¢ 40 (12.30) 
C 


و هذه الحالة يكون المنحنى المولد هو منحنى الكتينة والسطح الدوراني هو سطح 
الكاتينويد الدوراني. كما هو موضح ‏ شكل )02.١3(‏ (باعتبار الإشارة الموجبة). 





شكل :)027١(‏ الكاتينويد 


0ك 


الكال الساكة کک على و 
مثال(؟3017): 

السطح الدوراني المستصغر هو إما سطح الكاتينويد أو مستوى. 
نعتبر الحالة العامة (0 *# ,/2) : 

دون خسارة 2 التعميم يمكننا اختيار اتجاه عمودي على السطح بحيث 
يكون , ۴1 موجب. وكي نحصل على سطوح دورانية حقيقية من المعادلة (12.29) 
يجب أن يكون المقدار 

(u) +e)‏ [1) - “ين 
موجب لجميع قيم 1 خلال مدى تغيرها على السطح. 
الآن يمكن أن نعتبر المقدار 
(u) +e)‏ 27) - “ايه 

والمعادلة التربيعية ب *('/7) ولتكن ( ”('/))© على الصورة: 

D(u')”)=-H7(u')' + )]- 28 ;c)(')” -c* (12.31) 


نفرض أن «= ”('⁄) إذا ( 0)0 ليس لہا إشارة سالبة (كي نحصل على سطوح 
دورانية حقيقية) وبالتالي فإن مميز المعادلة التربيعية (12.31) لا يمكن أن يكون 
إذا كانت( 66 سالبة فإن الميز للساذلة ( 00# لا يكن أن يكرح سالب وتبذا 
يجب أن يكون المميز موجب أو صفر. إذا كان المميز منعدم فإن ( )4 يمكن 
كتابتها 4 صورة مقدار من الدرجة الثانية ب4 ۷ مضروب ب2 77/- على الصورة 

21/0 0 


1 
-7772 (v? +( 2 e 


سه صن ] 


ويكون ( )© سالبة وهذا مرفوض (حيث أن © يجب أن تكون موجبة) وبالتالي 
فإن المميز للدالة ( )© يجب أن يكون موجب. إذا لكي نحصل من المعادلة (12.29) 
على سطوح حقيقية يجب أن يكون المميز 

A=(1-2H ce)” -4H 7c? <0 





أي آن 0< 48,6 -]1 أو c<‏ 


0 


إذاً المعادلة (12.29) تعطي عائلة ذات البارامتر الواحد © من السطوح الدورانية بحيث 
البارافتر© يحقق الشرط 


)12.32( 


4H, 





C< 


هذه المتباينة تشمل الحالة التي فيها 0 > © (المستوى). 
بما أن المميز للدالة التربيعية ( 0)7 موجب إذأ المعادلة 0=( )0 لبا جذران حقيقيان 
(مخلتفان) وليكن 27,47 حيث 
و> p>)‏ , أو )'(= v =) =p ,v‏ 
~p °) =4)‏ م در O‏ .:. 
عندما = ', > '» يكون 0=( )0 أي أن (من المعادلة (12.29)) 
@ ىم df‏ 
dul 7 du‏ 
لأن المماس للمنحنى المولد عند نقطة النهاية العظمى أو الصغرى (التي تناظر م = أ4ا 
أو ۾=)) يوازي محور 2 والميل 4 هذه الحالة لانهائي. إذا يڪون 
du' du!‏ 
ا ل کا 
J =4‏ 1 رع 0 55 
ولبذا تكون القيم م = '1, = 1 هي قيم النهاية الصغرى والعظمى للمتغير '/1. 


ححييم ر 


= 00 


سس ا 


غك اله وك و وك 4 تكرن الماسات اتات الموند: موازية لخو ر اوران 
اذا كانت 220 © كما هو موضح 4 شكل (1.۱۲). 





شكل (1۱۲) 
إذا كانت 0 > ء فإن 0 -*(1/) + "(') 8/7 -=( ('/))0 تؤدي إلى أن 


1 12 5 1۱2 1 5 1 
= ( ”)أو 0= ( 2) إذا 0-0 أو سدح 
H ˆ‏ ) ( و ) ( د ماو 7 0 


( 0 = م تعني أن المنحنى المولد يقطع محور الدوران). 
بے هذه الحالة السطح يتكون كله من نقط كروية ( , ۴1 = ر / = ,۸ ) وبالتالي فهو 
سطح الكرة. العڪس صحيح بمعنى أنه إذا كان 0 = م فإن 0 = © ويكون السطح 
كرة. وبالتالي نكون فد توصلنا الى 
نظرية :)۲١۱۲(‏ 

إذا كانت المنحنيات المولدة تقطع محور الدوران فإن السطح الدوراني يكون 


u رس(‎ 


تعريف (۱.۱۲): 

عدد الفتحات أو المقابض 1320165 (الحفر 10165 ) 2 السطح تسمى فصيلة 
(نوع) genus‏ . 
بديهية ١١١2‏ )؛ 

فطيلة أو نوع 'السطح خاضية لا تغيرية آي لا تتفيرتحت تأثيراي تحويل: 

ومن المعروف أن السطح الدوراني المقفل يجب أن يكون إما له جينس 
(86260105) صفراً أو واحد. 2 الحالة الأولى المنحنيات المولدة يجب أن تقطع محور 
الدوران مثل الكرة و24 الحالة الثانية يكون سطح قارب النجاة 101115 . لكن إذا 
كان السطح الدوراني له الانحناء المتوسط ثابت فإنه يجب أن يڪون ڪرة. كما هو 
موضح 2ے شكل (۷.۱۲)» (۸.۱۲) على الترتيب. 





شكل :)1)-١١١(‏ سطح الكرة ٠‏ شكل :)25١١(‏ سطح قارب النجاة 
ومن هنا نكون قد توصلنا إلى إثبات النظرية الآتية: 

نظرية :)۲١۱۲(‏ 
السطح الدوراني الوحيد الذي له جينس صفر وله الانحناء المتوسط ثايت هو 


سطح الكرة. 


كت 


نظرية (؟12.ء2): 
الطول ( 6,, 1/)17 للمنحنى المولد للسطح الدوراني ذو الانحناء المتوسط ثابت 
يڪون وا محدود وثابت. 


البرهان: 


4 
e‏ برك ° + 1ل1| L(H,,c)=‏ 
م 


1۱2 
TT‏ يي E‏ 1 
ولڪن من ( )+ ضل مل (-2(002م- 710 1 
q 1 1‏ 
EA) | 0‏ 
-p )(q ~v)‏ مع 
أو ما يكافئ (بوضع (= (v‏ 
1 
اك 0 | ,)ا 


2H, j Jv - ةو)(2م‎ -v) 2H, 


وذلك باستخدام حساب التكامل الناقص 12168181 ©1]م11اع 
b‏ 
(12.34) و ليت | 
(م- 5)(ه- Jv‏ 11خ 
(7١0؟)السطوح‏ الدورانية ذات الانحناء الجاوسي الثابت: 
السطح الدوراني الذي له الانحناء الجاوسي ثابت (© > ©1) يحقق المعادلة 
التفاضلية 
(5 ر+]) u‏ 


أو ما يكافئ 


(12.35) 0ح“( رج 1) انمع - "وخر 
و 4 
وبتكامل الطرفين بالنسبة إلى "4 نحصل على 


1 29-1 © 2 
ا‎ ) E 


1 
١ 1] د 2م‎ FE =2, (*( 
1 
[+7 = 
1 ره‎ -c) (7 
1 
: 2 % 
رء‎ -c)( 
a Ete 


ce )ع‎ 


TEE 
و‎ 
ا‎ 

E 1du )12.36(‏ ا 


(1) 6-6-0 (السطح كل نقاطه مكافئة) 


1> ر€, ور ا 
2 6 


1 
(12.37) إا كروي وماد 2 


و2 هذه الحالة فإن منحنى الشكل عبارة عن خط مستقيم يوازي محور الدوران. 
وبالتالي فإن السطح الدوراني يكون أسطوانة دائرية قاثمة أو مخروط قائم (0 )L=‏ أو 
مستوى (/,:0 ", 0 = وے[) إذا كانت 60 ره أو 20 رن . 


(11) إذا ڪان [ ٥=‏ =۸ (انحناء جاوسي ثابت موجب) وباستخدام (12.36) يكون 
1 1 د 
(12.38) كر 7 
وبأخذ 1= ر٥‏ (ثابت التكامل 2 (*)) نحصل على 
1 
Uu‏ 
اب ]| - 
4 3 4 
(PY (2u du!‏ - 0 
KE‏ 2 1 
زايا ]) کک 
200 5 


(12.39) 7 )1= م“ 
هذه الدالة تمرف منحنى ربع دائرة (1)' 5 # المستوى × × والسطح الناتج من 
الدوزان تضبق كرة کا :قا ككل ا 











ا« 


Î 


FFF 


۰ 


فة امي ) 


(111) إذا كان 1- = 0 = ى (انجناء جاوسي ثابت وسالب) ومن (12.36) نجد أن 


5 1 ١ 
م‎ e )12.40( 


السطح الدوراني المناظر للقيمة 1- = K‏ والناتج عن دوران المنحنى الممثل بالدالة / 2 
(12.40) يسمى كرة كاذبة أو شبه كرة 505616 0561100 كما هو موضح 2 
شكل ١١١١‏ ). 

ويمكن ملاحظة أن الكرة الكاذية هي سطح دوراني ناتج عن دوران منحنى 
التراكترس <120111] الذي له التمثيل البارامتري المنتظم الآتي: 


”)0(:)0, جل رج‎ 
r(t )=(cost ,0, 51 +logtan 5), دع‎ )12.41( 


حيث 1 هي الزاوية بين محور ”× ومتجه الموضع (7)4 كما هو موضح 4 شكل 
(۲. 





شكل (۱۰۱۲) 


الهندسة التفاضلية 


وبالتالي نجد أن الكرة الكاذبة لبا تمثيل بارامتري منتظم على الصورة 


1 
R(u',u)=(sinu'cosu,sinu'sinu”,cosu' + log )ج هما‎ (12.42) 


ملاحظة ( ۴١۱۲‏ ): 
الفرق الواضح بين الكرة والكرة الكاذبة هو أن المركبة الثالثة 2 التمثيل 
البارامتري (12.42) تساوي المركبة الثالثة ‏ التمثيل الجيوجرا# للكرة مضافاً إليه 

r 7‏ 
ال log tan‏ حييث 7 ۶ 1 كما هو موضح 4 شكل .)١١11١(‏ 
ملاحظة 2.19 ): 

بما أن الكرة الكاذبة لبا الانحناء الجاوسي سالب ويساوي 1- عند جميع 
افا ف ا اذا طيو تكو مقاط اتد تخر تكن :13531 





شكل (۱۲۔۱۱) 

مثال ٤۱۲(‏ ): 
سطح قارب النجاة الدوراني 7 101115 هو سطح دوراني ناتج عن دوران ذائرة € 
بے المستوى 2× ونصف قطرها ۲ ومركزها (7,,0,0) حول محور ”02 ( ۲< ر٣‏ 


حتى لا تقطع الدائرة محور الدوران) وي هذه الحالة فإن 


طح السام 


r(u) = (r, +r cosu,0,r sinu') 
وبالتالي فإن السطح الدوراني الناتج (أنظر التمثيل (12.2)) له التمثيل البارامتري‎ 
المنتظم‎ 
R(u",u*) = (r, +r ,م ), “نتوم (التومه‎ +r م, 2 نتصئة( تدمع‎ sinu' (12.43) 
مجال الدالة الاتجاهية ۸ هو كل المستوى 187 مع ملاحظة أنها دورية ب كل من‎ 
,اه أي أن‎ 
R(u' تبرج ع‎ +27)=R ناه 9 ,“ناه‎ 2( 


كما هو موضح 4ے شكل .)١1١1١١(‏ 





شكل :)1١1١(‏ سطح قارب النجاة 
وبحساب الكميات الأساسية الأولى والثانية نجد أن 


12 2 
و (05» (F, +r‏ = يرع و20 ىرع , Ez‏ 


(12.44) 
=(r, +r cosu')cosu',‏ يرط ,0 د Lı =F ,L‏ 
cosu‏ ا ۾ 1ا ۾ 
نووم ماو gy‏ 2 5 م رج ' 


إذاً الانحناء الجاوسي ‏ يعطى من 


ل لك 4 2 


1 
COSZ 


K =k, k= )12.45( 


+r COS)‏ م)م 
عند 0 = أن (ال 0 الخارجي من سطح قارب النجاة) نجد أن K‏ تأخذ قيمة عظمى 
تساوي 

1 


)12.46( 


7I 3‏ 
أي أن المنطقة التي تحتوي (0,7[€ ı‏ مکو نة م قاط تاق 0(7 < ): 
وعند 7 = 1 (النصف الداخلي من سطح قارب النجاة) نجد أن / تأخذ قيمة صغرى 
تساوي 
1- 
(12.47) و سحي 
r), ~r)‏ 
0 7 دا 
أي أن المنطقة سم يت 14 مكونة من نقاط زائدية (0 > >/). 


ن حك 1 الذواك ا و ا الى نخد أن 


SI 


K=0 (12.48)‏ 
أي أن هذه المنطقة مكونة من نقاط مڪافة (0 = ۸) كما هو موضح 4 شكل 
(T1۲)‏ 
مثال (۵۱۲): 

بين أن مساحة سطح قارب النجاة الدوراني تساوي ,7 47٣‏ 
الحل: 


من المثال السابق نجد أن الممتد المتري £ يساوي ”( ,+ 0081 ٠”)‏ - £ 


ذا اكبواحة ا 


2r 2r 
چ‎ |r (r cosu' +r, du [du 
0 0 


)12.49( 
ملاحظة ( 0.۱۲ ): 


- 4 تج‎ rr 


2r 2r 


4= | | عل‎ du! du 


0 ©0 


تمطح قفارت الا اورا غي باكرا اسه جت اه نون علي 


n 
١ 1 4 
سسس پک ن سه یا‎ 4 
3 | س مسن ل من ها سس سس‎ 
e ات‎ 2 
9 کاک کے کک‎ 7 
در‎ : 
١ - ا سی‎ raa une 5-4 ا‎ 
5 و" و کی د وھ س عدم مه‎ 
اوس حيس و کوس‎ e 5 
اسیو یس بجع م‎ 


() 


ST fs <O +‏ 
ا 3 1 ا 
یی 
د : 1 1 يج 3 
5 ا ا 


شكل (۱۳۱۲) 


three 13pes uf gointt fotos}‏ الع Vutface wih‏ مزل 


(ب) 


(۱۲) تزيل عن التكاملات الناقصية :+ Appendix on Elliptic Integrals‏ 
التكاملات الناقصية سميت بهذا الاسم لأنها ظهرت 2 حساب طول منحنى 
(محيط) 66111126161 القطع الناقص 111056 


من 0 = 4 إلى = 


=b sinu ,4<6‏ نز, 0511 ودع 


ونبداً بحساب ربع طول المحيظ الواقع 2 الربع الأول من المستوى حيث البارامتر 1 يتغير 


بك المستوى وهي (طول منحنى القطع الناقص بالكامل) 


4m 
E ا‎ +.) )12.50( 


وتالتويضن من المعادلات البازافكرية للقظم الماقمن خضل على 
du )12.51(‏ )2 “دوت ”1-6 L=4a‏ 
0 


حيث 6 الاختلاف المركزي 6606111110117 للقطع الناقص وتعطى من 


2 
>5 1 > ع 
0 


7 
واذا استخدمنا التعويض 20 1 نحصل على الصيفة 


L=4a [1-8 مله‎ dv )12.52( 
0 


التكاملات (12.51). (12.52) تسمى تكاملات ناقصية تامة ©1أم11[ع complete‏ 
من النوع الأول. هذه التكاملات لا يمكن حسابها بالطرق العادية لآن الدالة الأصلية 
anti derivative‏ للمتڪامل 121681210 لا يمكن التعبير عنها من خلال الدوال 
الأولية 61612611131. وبالتالي طول محيط القطع الناقص يوجد باستخدام جداول 


تتوقف على قيم ‏ 


المتكامل 0 "اء ”ع - ال أو 0 ”كع لات الشكل 
ا cosُ‏ حيس 


وك هذه الحالة يكون لدينا صيغ تكاملية على الصورة: 


)12.53( 


sinُ‏ سا 


2 ج 
(12.54) لسسبس ا 
ا 
ويرمز لہا بالرموز (£) ۸ » (6) ٤‏ حيث 


E(e)= îz sin u du 


1 )12.55( 
1 - £” cosy dv 
0 
du 
۸ ))= |] 
١ e (12.56) 


dv 

cosy‏ 2ع =1 ا 
وك بعض المشاكل يكون الطرف العلوي لحدود التكامل متغير وليكن # مثلاً فان 
التكاملات السابقة یرمز لہا بالرموز (8,0) >1, ( 6,4) / على الترتيب حيث 


9 
E (e,0)= 1-e sin du 
0 


(12.57) | ْ 
(12.58) حم -(4,) م 


| cosy 


u س‎ 


التكاملات السابقة تسمى تكاملات ناقصية غير تامة من النوع الثاني والنوع الأول 
نعتبر تكامل أعم من الصيغة السابقة على الصورة 


/ 
1 
سمصحجصطليغتغم]|-(#,2)8,0 
sin u‏ “ع -6(1/1 sin‏ م + 1) û‏ 
حيث 720,62>1 ۸ (0 = 7 يتحول إلى تكامل غير تام من النوع الأول) ويسمى 
72 
تكامل ناقصي غير تام من النوع الثالث وإذا كانت حت فإن التكامل يسمى 
تكامل ناقصي تام من النوع الثالث ونكتب 
1 5 72 
xu‏ =( ,ع( 
“مذو “ع -1ل0(1 “منوم + ]) م 2 
ملاحظة ( 1۱١‏ ): 
الت كامات الماعممية اناه تاتسل كايو يطبرق التقرين فة 
التكامل جدا عدا للمتسلسلة المناظرة للمقاديزالآنية: 
1 چ 
تبت ن 1-e sin u‏ 
sin tu‏ ”ع -1له 
1 5 35 
تب ےر cos u‏ € - إلء 
1—g cos u‏ 
ملاحظة (۷.۱۲): ۰ 
باستخدام تعويض مناسب نحول التكامل المعطى (الذي لا يخضع إلى أي من طرق 
التكامل المعروفة) إلى أي من صور التكاملات الناقصية وبالكشف 2# الجداول آو 
الآلات الحاسبة تبعا لقيمة © أو # نصل إلى قيمة تقريبية للتكامل. 


رم( ل 


نمارين(؟1١)‏ 
)١(‏ أوجد عنصر المساحة على السطح الدوراني. 
(9) أوجد مساحة السطح الدوراني الناتج عن دوران المنحنى ×= نز حول محور ×. 
(۳) أوجد الانحناءات الأساسية للسطح الدوراني الناتج عن دوران المنحنى 
=Sinx‏ مز حول محور ×. 
)٤(‏ عين نقاط الصّرة على السطح الدوراني الناتج عن دوران منحنى القطع الناقص 
حول أحد محاوره. 
(0) أوجد الخطوط التقاربية للسطح الدوراني الناتج عن دوران منحنى القطع الزائد 
e‏ 2 2 2 
القائم 0= 2, 4= ل × حول محور ل 
(1) أوجد خطوط الانحناء والانحناءات الأساسية على السطح الدوراني الناتج عن 


دورات الخط × = حول محور ل[ 


(۷) أوجد الانحناء الجاوسي والمتوسط للسطح الدوراني الناتج من دوران المنحنى 


×= نر حول محور ل 


(۸) آٿبت أن آي سطح دوراني يمكن أن يُطابق محلياً locally conformally‏ 
مستوى. 
(9) أوجد الكميات الأساسية الأولى والثانية ومن ثم الانحناءات الأساسية للسطوح 
الدورانية الآتية: 
2 2 


1 
XxX y 2 


(1) المجسم الزائدي ذو الطية الواحدة [= _-- ست + ج 
ك E‏ 


054 


0 0 


ا( 








2 2 2 


(111) المجسم المكافئ الدوراني * بر+ ”×= ة 2 

(۷) الكاتينويد (ناتج عن دوران منحنى السلسلة × [05© = نز حول محور 7(). 
(۷1) سطح قارب النجاة 01115] 

(711) الكرة الكاذبة ©161م5 pseudo‏ 

(إرشاد: ةك كل من السطوح الدورانية السابقة أوجد التمثيل البارامتري المناسب) 


)٠١(‏ بين أنه عند نقطة الأصل (0,0,0) لسطح السرج 4×7 = 2 يكون الانحناء 
الجاوسي سالب ويساوي 42- وأن الانحناء المتوسط يساوي صفر. 


)2010 بين أن سطح قارب النجاة الدوراني ينقسم إلى ثلاث أجزاء أحدهما مكون من 
AEE‏ عن EEE‏ والفائق كرون من قاط راندية 
(إرشاد: الإجابة توجد 2 مثال .))4١١(‏ 

)1۳( الأسطوانة الدائرية القائمة يمكن اعتبارها سطح دوراني أو سطح مسطر وضح 
ذلك. 

)1۳( المخروط الداتري القائم يمكن اعتباره سطح مسطر أو سطح دوراني وضح ذلك. 

(1٤(‏ بين أن أي سطح دوراني يمكن تمثيله بارامترياً بحيث تكون صيغته التربيعية 


الأولى على الصورة 
(u (du?)‏ برع + (du)‏ = 1 


(إرشاد : ارجع إلى التمثيلات البارامترية الخاصة للسطوح الدورانية). 


“حم ي 


eee 
أوجد طول قوس المنحنى 21/7 1 الواقع على السطح الذي له‎ )٠١( 
1=(du')” + sinh’ u! (du) 
(إرشاد : ارجع إلى تعريف المسافة القوسية على السطح ے2 الباب الثامن).‎ 
أوجد التمثيل البارامتزي المنتظم للسطوح الدورانية الآتية:‎ )13( 
4 r 
(i) x+y” =coshz (ii) x” +z” =cosx,0<xX 5 
(iii) x+y? =e (iv) x7+z”=sinhy,y >0 


(1۷( للسطوح التي وردت 2 تمرين 7۳0( أوجد حل من الانحناء الجاوسي والمتوسط 
والخطوط التقاربية وخطوط الانحناء. 


(14) بين أن السطح الدوراني الوحيد الذي له الانحناء الجاوسي ثابت والانحناء 
المتوسط ثابت هو سطح الكرة. 


(15) بين أن المستوى سطح يحقق أن 0- #, 0 = ۸. 


الباب الثالث عشر 
النظرية الأساسية للسطوح 


Fundamental Theory of Surfaces 
هذا الباب نعرض مفهوم الرصد المحلي لحركة ما على السطح من خلال‎ 2 
راصد متحرك على السطح بالنسبة للإطار الثابت 2 الفراغ وهذا يعتبر تعميم لإطار‎ 
 سواج فرينيه بالنسبة للمنحنيات. وفيه نقدم المعادلات الأساسية والتي تدعى معادلات‎ 
فينجارتن وما يتعلق بها من صيغ الارتباط وكيفية الاشتقاق للحقول المتجهة على‎ 
السطح. وي النهاية نقدم النظرية الأساسية للسطوح والتي تناظر النظرية الأساسية‎ 
للمنحنيات 4 الباب السادس.‎ 


(؟١١1)المعادلات‏ الأساسية على السطح: 
نفرض أن لدينا سطح منتظم (*“2) ×= ×: 14 2 الفراغ الاقليدي 
E*=R?‏ ثلاشي البعد حيث )<١(‏ ×= ]1 و cR”‏ /ع(*21) هي الإحداثيات 
بالنسبة للإطار [ ,©) للفراغ £ والإحداثيات المحلية على السطح بالنسبة لراصد 
متحرك على السطح على الترتيب. 
كما شك نظرية المنحنيات حيث أوجدنا صيغ لمعادلات تفير المماس والأعمدة 
على المنحنى عند أي نقطة عليه. نحاول الآن إيجاد صيغ مناسبة لتغير حقول المماسات 
۾ للم وحقل العمودي ١‏ على السطح ///. 
بما أن , ⁄ » ١‏ مستقلة خطيا و متجه وحدة عمودي على ى )2 أي عمودي 
على المستوى المماس 7,11 المولد بهذه المتجهات وعليه فإن فراغ كل الحقول المتجهة 
للفراغ * 2 والمقيدة على السطح (حقول متجهة نقط تأثيرها على السطح) يولد بحقول 
اقحات .ادا أن حقل تة مرف على مداد السطع هو عكري خط 
من هذه المتجهات. 


ظ وم 


إذا كان ي × هو حقل المماس للخط البارامتري .00251 = “۷ء 8 + 
فإن مشتقة , لل بالنسبة للإحداثيات المحلية 87 يرمز له بالرمز وى ل حيث 


0 لل فمثلاً (أنظر الباب التاسم): 
PEL‏ ره اليا لح ا 
OX _ OX‏ _ 
a” ۳ au‏ 35 
0X‏ 60 


” 7 ˆ i O 
وكيك أن الذوال ا ر مخصيلة وره وكايله للاشتتفان :كانه طا تتطرية يتخ‎ 
«تفاضل وتكامل ") يكون الاشتقاق المختلط إبدالي أي أن‎ 
E (13.1( 
المشتقات وى أ هي حقول متجه على امتداد السطح 14 وبالتالي فهي تركيبة خطية‎ 
على الصورة‎ ١ » , من‎ 


(13.2) ل ا 
(13.3) كط الي اذ 
(13.4) قر ا اس ارين كلد 


كما رأينا ا 5 الباب التاسع) أن و[ هي الكميات الأساسية الثانية 

على السطح وهي المسئولة عن تحديد شكل السطح أي انحناءاته. الكميات و[ هي 

مسقط المشتقة اءاوس رركي و ك اتجاه العمودي على 

السطح (المركبة العمودية) بينما الكميات ون 1[ تعرف على أنها مسقط وى ل على 

متجه الوحدة ,7 2 اتجاه متجه المماس , 2 2 المستوى المماس (المركبة المماسية). 

وإذا كانت الخطوط البارامترية متعامدة بمعنى أن 0 = رع فإن المساقط للمشتقات 
و × يكون لبا تأويل هندسي حالآتي: 


e n 


< کے )1 > حب و =<X‏ وى Fr,‏ 


> 
ا‎ u8 E = 1 )13.5( 








X‏ ر 
-- حقل متجه الوحدة 2 اتجاه المماس لخط 7 البارامتري فمثلا 


1 1 26 
811 عقني اه ه. 


9 >= 
11 e e 








PX =<X 


X 
Pr,X » أت ريو 4ج‎ N 51 


11 


ER‏ ا 


11 
وعليه يمكن كتابة الشكل العام لصيغ الارتباط ون 1 (رموز كريستوفل) على 
الصورة (2 حالة الشبكة البارامترية المتعامدة): 


Ps => رو‎ << (E, (13.6 


حيث رر 8 طول متجه المماس ,× لخط *2 البارامتري» 1,2= ۲ › ,7 متجه 
الوحدة 2 اتجاه المماس  ,‏ حيث الخطوط البارامترية متعامدة. 





الكميات مي 1 تسمى صيغ الارتباط 101111 0011116011011 وتعني مدى ارتباط حقل 
المتجه وي لل مع المستوى المماس 1,1 بينما و[ تعني صيغ الانحناء (الكميات 





الأساسية الثانية) وتعني مدى ارتباط وي 2 بالعمودي على السطح» وكذلك الانحناء 
العمودي .K,‏ وإذا اتفقنا على أن المشتقة الأولى ي لل تعني السرعة فإن وى ا تعني 
التسارع وعليه فإن بي 1 تعني مركبة التسارع 4 اتجاه المستوى المماس (مستوى 
السرعات) بينما و[ تعني مركبة التسارع 2 اتجاه العمودي // على السطح كما هو 
موضح ے شكل .)١1١237(‏ 








شكل (۱۳۔۱) 


من تفاضل وتكامل (؛) رأينا أن صيغ الارتباط مي 1 ترتبط بصيغ الارتباط ,ر 1 
من خلال العلاقة 


(13.7) رم 


(n‏ ا 


حيث £ معكوس الممتد المتري ., 8 على السطح 11 » < , رر >= رع 


1 08 .م‎ + 4 Ea 


a 5 يي‎ ۳ ( )13.8( 





وتسمى رموز كريستوفل من النوع الأول بينما صيغ الارتباط ر[ تسمى رموز 
كريستوفل من النوع الثاني. وباستخدام تعريف وى 8 حيث 
(13.9) < و کو ك2 >ت وى 8 


واخاسير هارن لشي إن سس طن 

5 : 
2 > 
du” 


وبالتعويض من المعادلات (13.2). (13.9) نحصل على 


(13.10) < رو × ]1 >+< ,× 


Oê ١ 
0 SN ETT EE )13:11( 
وبتكرار نفس الخطوات على‎ 


8b; =< yS AA 


8? 


وبالتفاضل بالنسبة إلى “11 » 1 على الترتيب والتعويض من (13.2)» (13.9) 








نحصل على: 
ea ١‏ 
p° )13.12(‏ 8 ا 2-١‏ 00 
١‏ 00000 
a TE u 8 )13.13(‏ 


بجمع (13.12). (13.13) وطرح (13.11) نحصل على: 


م 


م08 OE,‏ .مع0 
E‏ ا ا 2 


بضرب الطرفين ب2 الممتد المتري ”ع (معكوس ,رع ) نحصل على 





)13.14( 


og AE dg Opa _ 0 af 

1“ بيج‎ Ou’ 
0 11 Og Ore _ dg af 
0u“ د‎ du’ 
۷=/1 هذا المقدار ليس له قيمة إلا 2 حالة‎ 


7 





E El EE ) 


COO ) 


[7 1 مي‎ e , 8_289 
e Ou“ du 


(13.15) 
ملاحظة (؟١1):‏ 

من مم ×= وي لل نجد أن م = ون 1 أي أنها متماثلة 2 الأدلة السفلية. 
بالنسية لحقل متجه الوحدة العمودي ١‏ يتحقق تحقو 

<N,N >=1,<N,N,>=0,<N,X,>=0 (13.16)‏ 
ON‏ 
du“‏ 
اتجاه العمودي ١‏ بل هو واقع ب2 المستوى المماس 1,۸1 حيث أنه يعرف مؤثر الشكل 
أو راسم فينجارتن (أنظر الباب العاشر). 


)13.17( 





من هذه العلاقات يتضح أن حقل المتجه = ١‏ ليس له أي مركبة 2 


. ا 1 
و N=, X‏ . 
وباستخدام العلاقة (10.14) 2# الباب العاشر حيث 
<N,X,>=-L,y )13.18(‏ 
نجد آن 


8 ENES 8 
> ج94‎ XK gf , >=Q, > لل‎ gX,> = 8 رم‎ 


ر( 


)13.19( و = ک1 


ay 
ولإيجاد عناصر المصفوفة (6/7) نضرب الطرفين  معكوس المصفوفة (.رم8) أو‎ 
.))٤( بالضرب ك الممتد "ع وعمل اختزال (تفاضل وتكامل‎ 
5 L,&" =-al £, 8 = و‎ O8 
VE aS a ليش‎ aa 


4 -- لع Ly,‏ أو ما يكافئ 


al =-L,, £” )13.20(‏ 
ويأسلوب الاختزال (الانكماش 2 الممتدات) نجد أن 

(13.21) لاد =-L,, g8”‏ به 
وبالتعويض 2 (13.17) نجد أن 

NaS ELE )13.22( 
:) ۲١۱۳ ( ملاحظة‎ 


الضرب 2 “^ ع لمعادلة ممتدية .0© 161501 وعمل اختزال يرفع دليل سفلي 
والضرب ے وہ £ وعمل اختزال يخفض دليل علوي. 

وبالتالي نكون قد توصلنا إلى أنه بالنسبة للاطار [ ١رر‏ و ) على 
السطح المنتظم 14 فإن المعادلات الأساسية (نعني المشتقات الجزئية لحقول متجهات 
الإطار بالنسبة للاحداثيات المحلية #,'/1) تعطى على الصورة 

,+LagN )13.23(‏ وكات 


(12.24) لبا قا 


المعادلة الأولى هي عبارة عن ثلاث معادلات تفاضلية جزئية اتجاهية تربط 
المشتقات وى لل › , 2 , ١‏ وتسمى معادلات جاوس» والمعادلة الثانية هي عبارة عن 


فة صن ) 


معادلتين تفاضليتين جزئيتين تربط 6 2 N‏ وتسمى معادلات فينجارتن. والمعادلات 
Gauss - Weingarten equations‏ أو .G-W equations‏ 


معادلات جاوس فينجارتن والتحويلات الخطية : 
باستخدام المصفوفات يمكن كتابة معادلات جاوس فينجارتن على الصورة 


E E )13.25( 
du du 
)عر‎ X, N), ia 
7 أ‎ 
ml (13.26) 
-L 0 
EL 
Bal e, (13.27) 
- 1O0 


الجة أ عتاضرها مضفوطات تعطى من 


EE 
Tl 13.28 
ر لم‎ 
وط) (يمط)‎ e) (7 )=( L2) , )13.29( 
1 2 
00 1 )13.30( 
1 1 
(ESE ل‎ )13.31( 





كر Lı‏ 1 1 كر 
6 
(13.32) اا له 11 . + زاك وي احكه 
du 2 21 21 21 2‏ 
/ا || 0 LZ‏ | ]| نر 
L2 XxX,‏ 1 وآ كر 6 
ENES TS Doel )13.33(‏ 1 
ل | 0 - 25 Nl j-J‏ 
أوابث عم 30 
oa hy‏ 0 
(13.34) ل ا دمح 
0 بابر du‏ 


حيث 1,2= 4,8,7 . المصفوفات 8 ,4 تسمى مصفوفات جاوس فينجارتن (دوال 
مصفوفية) وهي معرفة عند كل نقطة من نقاط السطح 1 أي أن 
X (uu )eM +A4=A4(u“) ,B=B(u“)eGL (3,R)‏ 
V(u' u” JeD cR’‏ 

حيث K(‏ ,3) 6 زمرة كل التحويلات المعرفة بالمصفوفات 8 ,4 على السطح وحيث 
أن المصفوفات 8 ,4 تعتمد على بارامترات السطح “وو لفان هده الزضر تسم و 
بارامترية ذات بارامترين 810102 2-4۲3۳8۲1٥‏ . هذه الزمرة لبا كل خواص زمر 
التحويلات بالإضافة الى خصائص قابلية التفاضل والاتصال الموروثة من مفاهيم السطح 
المنتظم. هذه الزمر تسمى زمر لي البارامترية المعرفة على السطح المنتظم 112 8121م 
[ee group‏ .هذه الزمر عرفت من خلال نظام المعادلات التفاضلية الجزثية 
(13.23): (13.24) المعرف على السطح المنتظم. وبالتالي يمكن القول أن زمر لي 


u) ر‎ 


البارامترية هي تزاوج غير طبيعي بين الجبر والبندسة والمعادلات التفاضلية والفيزياء. 
هذا التزاوج أدى إلى نتائج غاية 2 الأهمية سوف يلمسها الطالب 2 دراسته المستقبلية. 
مثال(١١1):‏ 
أوجد معادلات جاوس فينجارتن على المستوى. 
الحل: 
المستوى 2 الفراغ الثلاثي يعرف من خلال التمثيل الاتجاهي 
+ceu? +c;)‏ الرعريل+ +a,,bu' +bu?‏ تيه + X (uu )=(au'‏ 
أي أنه معرف من خلال دالة اتجاهية كل مركبة من مركباتها دالة خطية 2 '4› 
*11: الشتفات الحوكية دة( 0447 ك ل طن 
X „4g =0, V a, 8‏ , (ومروطريكه) - X= (a,b,c) , X2‏ 
1 کات الخرية على ا یمن 
و =a +b +c? =const.‏ ,£ 
=const. ,‏ 2ع + =a} +b?‏ يرع 
=const.‏ رع ©+ 5Q0, +b, b,‏ £2 
ہما أن .]60025- وہ £ إذا 0= روي 1 وبالتالي فإن 0= َي 1 (من التعريف). 
وڪذلك فان 


E e N >=0 (XK yy =0, 7 ) 


ar? 

إذا معادلات جاوس . فينجارتن على المستوى هي 
X „g=0,N,=0 ,Va,8 )10.35(‏ 

وبالتالي فإن مصفوفات لي البارامترية على المستوى هي مصفوفات صفرية. أي 


4-0, 8-0 )10:36( 


o 


مثال 2.1١‏ ): 
أوجد المعادلات الأساسية على سطح الأسطوانة العامة ومن ثم أوجد مصفوفات 
لي البارامترية. 
الحل: 
الأسطوانة العامة هي أسطوانة مقامة على منحنى مستو 0 = 2 ,()/ - بر 
إذأ تمثيلها الاتجاهي يعطى من ۰ 
)?1,)'( 000 26 
حيث C8‏ |> '» . 18 17 »£ دالة قابلة للتفاضل كما نريد (دالة منتظمة). إذأً 
المشتقات التفاضلية الجزئية هي 
X, - (lf ',0),X 2-)0,0,1( ,‏ 
(0,0,0)= ور كلمو (0,0,0)- رر لمر (5,0” 7ص 0)- X ıı‏ 
إذا الكميات الأساسية الأولى هي 


“ كر+ 1ع ع,0- ررع,1! - يرع , ” كر+ 1 ,رع 
1 11 
13.7 22-1م,22-0ج, 
“FP £ =0.g ( )‏ 8 
حقل وحدة المتجهات 2 اتجاه العمودي على سطح الأسطوانة هو 
Xı^AX;‏ 


1 
(حقل 2 أ1 فقط) ,(1,0-,' )= N=‏ 
E r?‏ 
وبالتالي فإن الكميات الأساسية الثانية هي 
5 8 ا 
(13.38) 0= ووط ,0 = 0 bj =<X oN mn‏ 


ومن تعريف الكميات زيل 1-87 دان 


u لاسي‎ 


ب بس 
E =8" L, +g" Ly,‏ 4 
وبالتعويض عن ر[ › ,1 "چ 5ج نجد أن 


(13.39) ا 
5 ر+1) 


حيث ,۸ انحناء منحنى قاعدة الأسطوانة الذي تمثيله البارامتري 
r)u')=(u",f ("),0)‏ 
بالمثل يمكن حساب الكميات الأساسية الثانية .1 كالآتي: 
gL =0,‏ + ت Lî e‏ 
gL, 0‏ + 1مك 0 1 
, اكع + ات La,‏ €= 1 
f‏ 
7 + 1ل 
م 0 
OJ‏ 2م 
=-k 8 )13.40(‏ 


حيث ,£ تمثل هنا دالة القياس على منحنى القاعدة للأسطوانة وتعطى من 


لات 








2 
دو ل الا 


ds 


dX ' 
dl ¥" 0د‎ > -1+/ 


حيث 5 بارامتر طول القوس على امتداد منحنى القاعدة. 
صيغ الارتباط و تعطى من (أنظر التعريف): 


1 بن‎ OE. OE, OD 
الخد ا لع بد شد ےر‎ 
25 م‎ ou’ Qu" ) 


اس( سس 


7 E 0 
1 =8 557 3 





فتلا 
OE _ u‏ ب 881 ٠١‏ 500 1 
1 1 1 11 
Ou Ou du‏ 2 
من تعريف و8 نجد أن ,£ دالة 2 4 فقط و 0= رع = "ع › 1= يرع إذا 
Og 1‏ كر dg‏ 1 
)م 2 + ,ر = 
TC A‏ 
Ou l+f'‏ 2 
بالمثل نجد أن F20‏ 
وكذلك يمكن الحصول على 
O8. OE. O‏ 1 
E E E 812)‏ 
Ou Ou du‏ 2 
E‏ 
ou‏ “برت du‏ 2 
C85, 08‏ 8 12 1 
22 22 ۽ جگ ) ي + 
24 0 2 25 
(من تعريف وى 8 ) TOT =D‏ 
وبالمثل نجد أن 
و08 0F, O8.‏ 1 
3 02 - + ك 
Ou 2‏ يج 5 7 


C82 _ 82‏ ا" 
du” ou” ou‏ 2 


1 2 0 94 6 22 5 325 
قم و‎ 82 
2 Ou du” Ou 


= zero + Zero, 




















OO OE‏ وهم رو ان 
20 = )222 _ 212 + قم کر 
Ca Ou 2‏ 25 
E 2 + e 3‏ 
Ou Ou‏ 0 
O8, 06 _ 063‏ د 1 
2 1 + 2 ( 
Ou Ou Ou‏ 2 
بط O8»‏ »0£ » 1 
- + 2 + 
E 200 EE‏ 25 
Zero + Zero,‏ = 
با لمثل يكون لدينا 0= ,72 


اذا معادلات جاوس تا خد الصورة 
A ETA SEEN‏ 
+L N‏ و =D +TAX‏ 
(من قيم ,11,17 ) ر 0% 


اا يي ا 


. 0ح-ترر كل ,0= رعو كم 
ومعادلات فينجارتن تأخذ الصوزة 











بالمثل نجد أن 


(صيغة جمعية على / ) و1 7ج رونا - در كل ادو آم 
(صيغة جمعية على [ ) AN, =-=LyE XE Xs‏ 
2 8ط + ELE UK, (Lg‏ 'أورىا)-- 


وبوضع 6-1,2© يكون لدينا 


اخ اا 


سه اتعاضية ) 


Nı=-(Lg" +Lpg JX, -(Lg +Log 7 )X 2, a“=1) 


وبالتعويض عن “£ › و[ نحصل على 





Nı=-Lig" xX, 
ومن (13.37) نجد آن‎ 
N= EE. 
ترج ال‎ 2 1+f 
00 )13.41( 
دالة‎ ١ بالمثل وبوضع 2= نجد أن 7-0( 237 (لأن حقل العمودي على الأسطوانة‎ 
لذ '1 فقط)‎ 
إذأً معادلات فينجارتن على سطح الأسطوانة هي (أنظر مؤثر الشكل ب الباب العاشر):‎ 
الى‎ 7-0 )13.42( 


من العلاقات (13.42) يتضح أن الانحناء 2 اتجاه المماسات لمنحنيات القاعدة 
(الدليل) هو انحناء منحنى القاعدة بينما الانحناء 2 اتجاه رواسم الأسطوانة منعدم. 


تنفسير هندسي لمعادلات جاوس : 
معادلات جاوس (13.23) يمكن كتابتها على الصورة 
,=LagN )13.43(‏ وج 1ح وى VyX „=X‏ 


Tangential Comp -‏ -يى =X‏ 
إذأ ي ر ۷ هي المسقط العمودي لحقل المتجه وي × على المستوى المماس 7,11 
وتساوي الوي نا . 
حيث و۷ يعني المشتقة موافقة التغير ©/06117/2119 0۷2141 ب اتجاه ي ل 


وتعرف لأي متجه ,4 موافق التغير ۷6)0۲ ۷111 على الصورة 


ر( ا 


الهندسة التفاضلية 


: OA, 
14 i k 
e, =4, Ty بك‎ a (13.44) 


و2 حالة ,4= XK‏ متحه مماس (اتجاه لت المستوى المماس) فان 


24 2 0X 


0 


~= چ سم 
9 ير 7ر6 > تيرم a‏ ^“ 


15 ) إطارعياري متعامد على السطح المنتظم : 
Orthonormal Frame Field on a Regular Surface:‏ 
4 المنحنيات (الباب الرابع) رأينا أنه على امتداد المنحنى المنتظم 2 الفراغ 
R‏ = £ يوجد ثلاثي متحرك (5 ,7 ,7) وهو إطار فرينيه وأوجدنا ضيغ فرينيه 
التي تعطي معدل تغير الإطار. ولكن هنا تعاملنا مع الإطار [ ,ر ر ) على 
امتداد السطح المنتظم ولكنه ليس عياري متعامد وأوجدنا له صيغ الارتباط وصيغ 
الانحناء من خلال معادلات 6-۷ التي تناظر صيغ فرينيه لمنحنى الفراغ. 
السؤال الذي يطرح نفسه الآن هل على امتداد نقاط السطح المنتظم 
(*) × = ¥ يمكن بناء إطار عياري متعامد متحرك يصلح للدراسة الماحلية على 
السطح أي بالنسبة لمراقب 0050۲۷۵۲ على السطح منسوب إلى الإطار الثابت [ ,€] 
(إطار الفراغ الإقليدي الحاوي للسطح). 
الإجابة نعم وذلك بتكوين أساس عياري متعامد من المجموعة المستقلة خطيا 
( اوج ر ) والتي تولد فراغ حقول المتجهات المعرفة على السطح ۸1 وذلك 
باستخدام طريقة جرام شميدت 6۲41۸-5٥۸۳1‏ (جبر خطي) كالتالي: 
نفرض أن 


(13.45) (متجه وحدة) للب E‏ 


X=X;-<X E >E,, 


رس( ا 


Xx 1‏ 
للد اده 





ومن خواص الضرب الداخلي نجد أن 
5 5 5 2 
(Aol XALA SEEK SEXES IKE‏ 


>-<X E, >?‏ و ىر إل > - 


Xr 2‏ 
> 1 
51 له 
2 1 . 
<| رر لل > سسا ور © نت 
S11‏ 
ومن تعريف الكميات المترية € نحصل على: 
Enns.‏ ا 
0 
811 811 


كلد تراج £ 
e =<‏ 





و كل > ير وه - 


(X-<XK E < 158(‏ سم ' 
ا ا ې درط .'. 


) 
د ال > - r,‏ 


انمه _ عن عاد 
811 0 


1 
= (£: - 8,28 ,(, )13.46( 
Jé Je ١ 


راي( ا 








(من لغري ع :اليلد 





إا الإطار العياري المتعامد المتحرك 11610 121216 011110110111121 على امتداد السطح 
يصبح هو 
{E,},i1=1,253‏ 
حيث 1,2= »,ي ٤‏ متجهات وحدة متعامدة تولد المستوى المماس 7,۸1 ومتعامدة 
على حقل متجه الوحدة العمودي // على السطح /// بحيث 
1 كر 
RR‏ 8 
مثال :)۳١۱۲۳(‏ 
أوجد حقل إطار عياري متعامد على سطح الأسطوانة. 
الحل: 
نكال 1ب تكن أن ٠‏ 
0= 2 1,8= يرع , * كر+1د رع 
وباستخدام (13.47) نحصل على 
X 1‏ 
,(0, 0 
lt 1.0)‏ 
واضح أن ,0-< ب ۳, ;£ > ويحقق 
f 0 59‏ 1 


[E 
E, مج+الء 0 اه ا‎ le, 
E 


2 0 
1+f ىت‎ 0 5 





E, =(0,0,1), E,=N = 


مثال 13 ): 
كون إطار عياري متعامد على سطح الكرة. 


الحل: 
من مغال (/1+3) تجن أن (أنظر الباب السابع والغامن): 
0- يرع, 0 a^ sin”‏ = 22 5 “6ت رع 
آي أن الخطوط البارامترية متعامدةء إذا وبالتفويض 4 (13.47) تحضل على 
1 


E = =(cos@cosf,cos sin p,sin0), 
Ii 


=(-sin 0.6050,0(,‏ 6 درط 


ع 


1 
E,=N =(sin@cosp,sin@sin #,cos@)=—X (0,4), 
a 





حيث (0,0) هي الإحداثيات المحلية لايق على سطح الكرة حيث الرقعة 
الإحداثية تعطى من (التمثيل الجيوجرا2) كما 4چ شكل )1١1١(‏ 
p,sin Osin 0, »05©(‏ 05ء © X (0,4)=a(sin‏ 





شكل (۱۳۔۲): سطح الكرة 


اس ست ) 


( ۴.۱۳( الشروط التكاملية Integrable Conditions‏ 
نعني بالشروط التكاملية هي الشروط التي تجعل لنظام المعادلات التفاضلية 
الجزئية #-0 حل موجود ووحيد وهذا يتطلب أن الاشتقاق الجزئي المختلط للدوال 


و N‏ يحقق خاصية الابدال. أي أن 


X apy = رون کو و‎ =X Bay N ug =N ga )13.48( 


طن كرا نهنا اهو معروف بالف ادرال الت فة اكت ر من مير رة 
ينج 4 تفاضل وتكامل (2)). 
المشتقات المختلطة (13.48) يمكن كتابتها ‏ شكل أكثر وضوحاً 
كالآتي: 
(13.49) و لظ ير N‏ ورج ps Fa =X‏ كلمت ور لكر 
وباشتقاق معادلات جاوس (13.2) نحصل على 
Xp ST + FA o FTA‏ 
وج ارط + الوررا+ ون ]+ 
XT FF Toa‏ 
الوما + ليسا + و ]+ 


5 717 0 
حيبت ار ته ٠. 2“ af‏ 





ومن المساواة رر 4= ر 4 يكون لدينا 
HX 2 (13 50(‏ + ير HK‏ + جر LK | F LK + LK‏ 
1 0ت N‏ + , ل« ,+ +N‏ 


حيث وم :وام و ذوآل بے رموز كريستوظل». وي 7 ومشتقاتهاً: 
ويالتعويض عن و كل 2 ۾ لل من معادلات جاوس (13.2) نحصل على 


سس اس 


AX +BX,+CN =0 )13.51( 

بالمثل فإن مساواة المشتقات المختلطة الأخرى تعطى الآتي: 
BX ,+C,N =0 )13.52(‏ جر A,X‏ 
AX | + BX ,+C,N =0 )13.53(‏ 


وبما أن ,ر ر لا حقول متجه مستقلة خطياً فإن المعاملات 
ور بون روات ادي 2 
يجب أن تساوي صقرا. دعنا نقوم يحساب 
0 -,0- ,8ح رك 
اق أن 
= و لالط + الو رط + +TAX; +TAX»‏ ور لا "1 + الى !*آ 
)13.54( لالورط + لالرورط + رو لو 1 + +TAX, +TAX,‏ ريا آ 
وااو غو 2 لامع معادلا ارين (19:2) ل هن 
لووط + ى اليك 1) ,1+ و لو ,1+ ( االرررط + ى نأو 1), 17+ ToX,‏ 
+ راي 1+ ( ارط جى عل 1) ,1ل +L,(-LSX “=P‏ االو راط 
+L (LX „)  )13.55(‏ الرورسا + ( لالورساآ +ى عطلي1) 13+ 
بمساواة معاملات , ل على الطرفين © (13.55) نحصل على 
IT EBT IE‏ رح لعفن ER I‏ 
وبترتيب الحدود يكون لدينا 
لاوط - TT ToD, + TT, =Ll‏ 


وباستخدام العلاقات ,1 8= )1 نحصل على 


الهندسة التفاضلية 
)13.56( كليرع- - رن آي 1- يز 11+ ريا'1- To‏ 
وبمساواة معامل ر على الطرفين 2 (13.55) نحصل على 
ملسا - ملوط > ولو 1- رايا !- يآ 1+ ,رار 1+ ورا - Thi‏ 
“عررطل سا+ “وسار .1- - 
O5‏ اوح eg‏ ارج ول الات 
8 
أو ما يكافئ 
=-g KK )13.58(‏ يي 1 1- + 1و1 - وأ لا 1+ يذ 11+ ون ] - Thi‏ 
العلاقات (13.56)» (13.58) تسمى صيغ جاوس لحساب الاتحناء الجاوسي 
باستخدام الصيغة الآساسية الأولى “لامي ع -1 . 
وا ا ر الد (13:55)/تحمدل علن 
)13.59( 2 آيوط ع - (,"1- يأ 1)رررط + La “Lp, = LT‏ 
العلاقات 87-0 = ر4 تعطي صيغ جاوس أيضا بينما 0 ر١‏ تعطي 
(13.60) م ليوط - (يا 1- ير 1)وط + ير اوسا = La,‏ ووسا 
العلاقات (13.59) ١‏ (13.60) تسمى معادلات كوداسى . منيردا 
|ححCoda-Mainardi‏ بينم ا المعادلات (13.56): (13.58) تسمى جاوس 
وبالتالني نكون قد توصلنا إلى ثلاث معادلات مستقلة من مساواة المشتقات المختلطة 
وهي صيغة جاوس ومعادلتي كوداسي . منيردا. 
ملاحظة ( ٤۱۳‏ ): 
من صيغ جاوس يتضح معنى أن الانحناء الجاوسي صيغة ذاتية 


intrinsic property‏ للسطح. 
مما سبق التوصل إليه نكون قد توصلنا إلى نظرية جاوس التي تنص على: 


:(Theorem Egregium of Gauss) (1.1۳) نظرية‎ 

الانحناء الجاوسي للسطح يمكن التعبير عنه بدلالة الكميات الأساسية الأولى 

وى 8 ومشتقاتها روي 8 فقط. 

البرهان: 

من الصيغ (13.56)ء (13.58) وتعريف صيغ الارتباط ر[ وإجراء 
الاختصارات المناسبة نحصل على الصيغ الآتية: 

الانحناء الجاوسي K‏ (نظرية جاوس) يعطى من خلال و £ على الصورة 

K = (r Er E 2 8)) (13.61) 

811 


حيث و1 هي صيغ الارتباط المناظرة للصيغة الأساسية الأولى على السطح. 





اوا ا 
1 
8 8122 812 811 
1 
822 7 822 52 
1 
EL ad b‏ 
1 
0001 52 811 


1 
-Det| 8 822 2 822 ( )13.62( 


حيث الدوال ۵ ,4 تعطى من 


-_ 1 0 1 1 
0> © جر‎ 00 0 PE - 2 8 هوا‎ Eb 
Det(g ,,)= ,يه 7 ا‎ -2 
E du du*ou’” ` 


الصيغ (13.61)» (13.62) تعطي الانحناء الجاوسي بطريقة غير مباشرة وطريقة 
مباشرة عن طريق وي £ ومشتقاتها على الترتيب. 

بما أن السطوح متساوية القياس 15017261116 لبا الصيغ التربيعية الأولى 
متساوية. وبالتالي يمكن صياغة النظرية التالية: 
نظرية :)۲١۱۳(‏ 

السطوح متساوية القياس يكون لبا نفس الانحناء الجاوسي عند النقط 
المتناظرة. 

بما أن السطوخ القابلة للانبساط (المفرودة) متساوية القياس محلياً مع المستوى 
وبالتالي يڪون لدينا: 
نظرية (١0؟7):‏ 

الانحناء الجاوسي للسطوح القابلة للانبساط يساوي الصفر. 

نعطي الآن نظرية توضح أنه يمكن إيجاد سطح وحيد إذا كان هناك صيغتين 
تربيعيتين أولى وثانية معلومتين كالآتي: 
نظرية 2١3١‏ ): (نظرية جاوس بونية e”‏ 11101" ا 22 0210155-10 ): 

لتڪن سل" نے ع = 1 » ۷۴ل ۷ے[ = 11 صیغتین تربيعيتين بحيث 
الأولى خد دة دا وشا (موجبة بالتحديد) 06112116 s1tiveم.‏ ولتكن الدوال 
وى 8 » و[ تحقق شروط جاوس . كوداسي منيردا. إذا يوجد سطح وحيد 

“اح ل( )U‏ ج ر]: ل فيما عدا وضعه ب2 الفراغ وتكون الصيغ 1 ,11 

هي الصيغ التربيعية الأولى والثانية على الترتيب. 


ملاحظة ( 0.1۳ ): 

هذه النظرية تعطي شرط وجود الحل لنظام من المعادلات التفاضلية الجزثية 
عددها 3=18 ×6 حيث معادلات جاوس فينجارتن عددها 6 وكل معادلة تنتج 3 
معادلات من المتساويات ويلزم شروط ابتدائية. 
ملاحظة (؟5.1): 

النظرية السابقة تسمى النظرية الأساسية للسطوح والتي تناظر النظرية 
الأساسية 2 المنحنيات. 
ملاحظة (۷.۱۳): 

نعني أن السطح يتحدد تحديد تام فيما عدا موضعه 2# الفراغ أنه إذا وجد 
تمثيل بارامتري آخر للسطح وليكن ( ()) '[آج+ (): ۲ ويحقق نفس شروط 
النظرية فإنه يوجد انتقال 7 وتحويل خطي عمودي (دوران) ۸ بحيث 

× Rه‏ 7= ١‏ ونعني هنا الحركة المتماسكة (دوران + انتقال). 


نمارين (؟1١)‏ 
)١(‏ أثبت أنه إذا كان العنصر الخطي للسطح يعطى من 
(لاساط = 2,)”) (du‏ + *('ه))م = =ds*‏ 1 
فإن الانحناء الجاوسي للسطح هو = )ل حيث ۸ مؤثر لابلاس 


0 0 
LV TREES‏ 01 
Ou) Ou)‏ 
(إرشاد: بوضع 2 = رر = ,0,8 = ر € 4 صيغة جاوس التي تعطي الانحناء 
الجاويتي صل عالطاو 


۳) اثبت أن السطح الذي عنصره الخطي 


1 

2 142 2 

= ول‎ ˆ = (du) + (du ( 

+7 +1 e 

1 

(إرشاد: ف التمرين السابق ضع سبح م 

ا ا ا EERE‏ 

(۳) إذا كانت الشبكة الإحداثية (البارامترية) على السطح شبكة تقاربية 
(0= وو = (Lı,‏ أوجد معادلات ڪوداسي منيردا 2 هذه الحالة. 
(إرشاد : استخدم المعادلات (1:3.59), (13.60)) 

(4) أوجد معادلات كوداسي . منيردا على سطح مغطى بشبكة بارامترية مكونة 
(إرشاد: ضع 0 ح ,را ع- د8 ے معادلات كوداسي منيردا). 


Tad ع‎ (Ay +e” (dı?) الأولى هي‎ 


000 


(Vv) 


(A) 


03) 


010 


(۳) 


(1) 


اسلف 


a مونم‎ REESE 
1 =ds* يرع + “)مت‎ (du) 


(إرشاد: ضع 0= 8 © صيغة جاوس واحسب صيغ الارتباط و1 
ومشتقاتها) 


(إرشاد: استخدم نظرية جاوس وتعريهف السطوح المفرودة). 


بين الانحناء الجاوسي لسطح الكرة ثابت وذلك باستخدام صيغة جاوس. 


أوجد معادلات جاوس ‏ فينجارتن على السطوح الآتية: 


() سطح الكرة (9) سطح السرج 
(111) السطح الدوراني (1۷) السطح المسطر 

(۷) سطح البليكويد (۷1) سطح الكاتينويد 

أوجد إطار عياري متعامد على كل من السطوح الآتية: 

(1) سطح الاسطوانة (11) سطح الكرة 

(111) سطح السرج (1۷) سطح المماسي (المسطر). 
(۷) سطح البليكويد (۷) سطح الڪاتينويد ‏ 


وضح معادلات جاوس ‏ فينجارتن من خلال التحويلات الخطية. 
ماذا نعني بالزمر البارامترية وزمر لي البارامترية على السطح المنتظم. 


ماذا نعني بالإطار المتحرك على امتداد سطح ب2 الفراغ. 


ش هسه اتماضلية | 


)260 اشتق صيغ رودريجز من معادلات فينجارتن. 
(إرشاد : ارجع إلى شروط الحصول على صيغ رودريجز ب4 الباب العاشر). 


(17) باستخدام معادلات فينجارتن أثبت أن 27 ۸ 8= N۸N‏ 
(۱۷) أوجد معادلات جاوس .:فينجارتن على سطح مغطى بغطاء مونج 
(u ,4))‏ كر X ("u )=(u' u‏ 


(۱۸) بین أنه على السطح ((1,'⁄) ,)=( ”⁄,'/) × يوجد إطار متعامد 


ا 0 Of‏ 
على السطح إذا كانت 0= 27 أو 0= جر 


(إرشاد : شرط تعامد الخطوط البارامترية هو 0= 8( 


(۱۹) إذا كان لدينا سطح منتظم (“⁄) ×= ٠‏ أعط تأويل هندسي للمشتقات 
وى ± والحكميات ‘Lag‏ 7 


الباب الرابع عشر 
الانحناء الجيوديسي والخطوط الجيوديسية 


Geodesic Curvature and Geodesic Lines 


رآينا ب2 الباب الرابع أن منحنى الفراغ له انحناء ولي يحددان شكله وإطار 
محلي متحرك مع المنحنى يسمى إطار فرينيه. ولكن إذا كان المنحنى € واقع على 
سطح منتظم 14 رأينا 2 الباب التاسع أنه يوجد انحناء / للمنحنى وإنحناء عمودي 
,۸ وهو مركبة متجه الانحناء / 2 اتجاه العمودي ١‏ على السطح. ماذا عن المركبة 
الأخرى للانحناء أي المركبة ب4 اتجاه المستوى العمودي على ١‏ وهو طبعا المستوى 
المماس 7,۸1 . ولذلك هنا 4 هذا الباب نركز على أنواع الانحناءات عند نقطة ما 
على منحنى واقع على سطح منتظم /. بعض من هذه الانحناءات تعرضنا له 2 الأبواب 
السابقة مثل الانحناء العمودي والانحناءات الأساسية ولكن هنا نركز على الانحناء 
الآخر الذي هو مركبة متجه الانحناء 4 المستوى المماس 14م 7 والذي يسمى 
الانحناء الجيوديسي. كذلك كانت الانحناءات الأساسية ترتبط مع منحنيات تسمى 
خطوط الانحناء أو الاتجاهات الأساسية (الانحنائية). بطريقة مماثلة توجد منحنيات 
واقعة على السطح ترتبط بالانحناء الجيوديسي والتي نعرفها 2 هذا الباب والتي تسمى 
الخطوط الجيوديسية أو خطوط اقصر بعد وهي تعميم للخط المستقيم 2 الفراغ 
الإقليدي. 


115 ) الانهناء الجيوديسي : Geodesic C1FVatur¢‏ 
نفرض أن € منحنى واقع على السطح المنتظم (“») ×= :۸1 وممثل 
تمثيل بارامتري طبيعي أي ( 5) “1= “1 حيث 5 بارامتر طول القوس وبالتالي فإن 

معادلته الاتجاهية تكون على الصورة 


)ا 


C:X =X («u "(s))=(x' (1“(s))=X )ئ(‎ (14.1) 

المشتقة الثانية للدالة (8)£ بالنسبة إلى 5 هي 
2 

(14.2) کد 577 46 
حيث ۸ العمود الأساسي للمنحنى عند 0 / انحناء المنحنى € عند 2رء حيث المتجه 
(5) ل يعني حقل متجه الانخناء £ للمنحنى ومعرف على امتداد نقاط السطح ١1‏ 
والمقيدة على المنحنى € » إذا يمكن كتابته ب4 صورة مجموع جزئين إحداهما مماسي 
والآخر 2 اتجاه العمودي على السطح وليكن 

امه 





1 


dX 
ds 
ي #/ هي مركبة مماسية‎ ٣ٍ ٠ 2 حيث 77 العمودي على السطح ۸1 عند النقطة‎ 
واقعة 2 المستؤى المماسي 1,4 أي أن‎ K٨ عمودية على المنحنى € أي أن‎ 
.8 وعمودي على المماس للمنحنى عند‎ ١ متجه وحدة عمودي على‎ ۸, € , 
المركبة ,#2 سبق وأن عرفناها وهي الانحناء العمودي وله علاقة بالصيغة الأساسية‎ 

الثانية 11[ على السطح 11. 
تعريف :)۱.۱٤(‏ 
المركبة ي / تسمى الانحناء الجيوديسي للمنحنى € على السطح عند نقطة ۲ 
وهي انحناء مسقط المنحنى € عل ال المماسي 7,۸1 (شكل .))١1١:(‏ 
أي أنه إذا كان 0 هو مسقط المنحنى € على المستوى المماس 7,14 وكان / 





k n الراك‎ +k, n, )14.3( 


انحناء المنحنى € فإن ‏ / هو انحناء الملسقط € » ,۸ هو الانحناء العمودي للمنحنى 
€ ے اتجاه // بحيث يتحقق (14.3). 
ونای كى ماع النظرية اة 


ل( ا 


:)۱.۱٤( نظرية‎ 

الانحناء الجيوديسي م ۸ للمنحنى € عند نقطة هو المسقط الاتجاهي لمتجه 
الانحناء / للمنحنى € عند م على المستوى المماس 7,1 عند نقطة 6. 
ملاحظة ( ۲١۱٤‏ ): 


الانحناء الجيوديسي 01115/8111156) 06006516) يرتبط بالصيغة الأساسية 
الأولى 1 على السطح ولكن حسابها ليس بالأمر السهل حيث أننا نستخدم رموز 
كريستوفل والمعادلات الأساسية على السطح. 





اسه اتعاسية ) 


015" ) الإطارات المصاحبة لمنحنى وافع على السطح: 
Moving Frame Along a Curve on a Surface:‏ 
ب الباب الرابع رأينا أنه بالنسبة لمنحنى فراغ منتظم وممثل بدلالة بارمتر طول 
القوس أمكن تكوين إطار فرينيه له ( 772,5 7). الآن إذا كان المنحنى 
(14.4) (( 0(۷ لج رو 6 
واقع على السطح (1!,47) ×= :11 ونفترض أن € ممثل بدلالة بارامتر طول 
القوس أي أن (من الباب السابع) 





dX > ds ra r8 
| =) =F ا‎ 14.5 
لمم 8 ا‎ )14.5( 
و او ارك‎ )14.6( 
ds 
E EC (14.7) 
ds ˆ“ ds 
dX 
a e Es Ll 
3 
1 ايده أن اك‎ 1 )14.8( 


وهو بے الحقيقة مماس للمنحنى وكذلك للسطح ولكن 7 هو العمود الأضشاسي 
للمنحنى. إذا ليس من الضروري أن يكون عمودي على المستوى المماس 1,۸1 عند ٥‏ 
على المنحنى (( 0“ ×= /1: 6. 

إذاً لدراسة سلوك الانحناء (أي كيف يتغير) عندما المنحنى € يفير سلوكه حول 
اة و فان [طار فرك( 728 الما الى ورن غر اى 
كل من 5 ,7 يتغير مع € بالإضافة إلى أن ۸ يكون غير معرف عندما 0 - . 
E‏ كاسن كوو )دنا امم كل تعن ري ل 
العمودي // على السطح 14 عند النقطة بر » هذا الإطار هو [ //.م7,7) حيث 


(n 


ا e‏ قد 
8 


والمتجه ,7 يسمى متجه الجيوديسي العمودي 01]ع76١ .Geodesic Normal‏ 


N = 


:) ۲١۱٤ ( ملاحظة‎ 

الثلاثي العياري المتعامد ‏ //. م 7, 7) يحقق 1=[ ,n,,N‏ 7[ 
ملاحظة ( ٤.1٤‏ ): 

7 هو متجه وحدة عمودي على المنحنى وواقع 2 المستوى 7,11 عند . 
إذاً باستخدام الإطار ( ,ي ,١‏ 7) يمكن كتابة 

kn=k,N +k, n, )14.10(‏ 
حيث N‏ ,۸ المسقط العمودي للمتجه ۸١‏ على اتجاه العمودي .١‏ المركبة ٣‏ / 
هي المسقط العمودي لحقل المتجه ۸۸ (حقل الانحناء للمنحنى) على المستوى المماس 


.peM sدieT,M‎ 
 )نماثلا الآن اتجاه المماس لمنحنى واقع على السطح يعطى من (من الباب‎ 
d 1 d 
a ع د‎ (14.11( 
ds ds 
8 LY i“ ' +× “ر‎ )14.12( 
وباستخدام معادلات جاوس . فينجارتن (13.23): (13.24) نجد أن‎ 
dX 06 5 
kn US +L,N Ji“ +X , i’ 
= (Tt “ui +i” )X , +L, ti “iN 
د بك ل‎ 000 
.:. kn =( +1 ti “ti )X, +L 
3 (ds J) 


كك ي 





7ك نك رو نآ 
N )14.13(‏ + وري kn =k‏ 
dX‏ 
kn =k ng +k, N (14.14)‏ 
k,n, = (U +1 gui u )X , )14.15(‏ 


٣ وبماأآن ۸7 ۷= ,۸ وبضرب طر العلاقة (14.15) ضرباً قیاسیا بے‎ 
واستخدام خواص المحددات نحصل على‎ 
k4 = (U +i كفك‎ )<X يور‎ < 
= (u + gii )[X ,,N ,7 ] 
= (7 + Ui “i )[X ,,N ,X “فت‎ 
= (i + 1 نتيا‎ “i )(X N ,X û +X 7] 
Hu? + Ti ui ){X 2,N ,X gi" +X i] 
= (i +1 ]نك نس‎ N ,X i] 
5208 + Ti i IX 2,N ,X مم‎ 1 
= + Tl “iP ){X XX اا‎ pi 
HU +1 لتو‎ ui )EX ىر‎ 2,N u 
وبما أن‎ 
XX ول > ال( كام لل >-][ الى‎ <N N >= هل‎ 


, =e (O + Ti “i افر(‎ - (î! + Ti “i yi} (14.16) 


u اط‎ 


ملاحظة ( 0.15 ): 
الانحناء الجيوديسي على امتداد منحنى على سطح هو خاصية ذاتية (داخلية) 
للسطح لأن الصيغة (14.16) تعتمد فقط على الكميات المترية وى 8 . 
من العلاقة (14.14) يمكن الحصول على صورة أخرى للانحناء الجيوديسي 
۸ وذلك بضرب طرفيها 2 7× //- ,7 والتي تعطى من خلال حاصل الضرب 


الثلاثى القياسى حيث 





dX dX 
1 1 للد اش‎ 14.17 
a 0 ١ ) 
dX 
(k= ds 


k4, -]7 (s )k.(s N (s)] 
هذه العلاقة سهلة 4 التعامل والحساب حيث أنه إذا أعطينا معادلة السطح‎ 
التي تعرف المنحنى الواقع‎ u” -112)5( (2,أنه) ×= × والدوال (5)! 1ح أي‎ 


00 dX dX 
وكيك العمودي على السطح على امتداد‎ E a على السطح تقوم بحساب‎ 


نقاط المنحنى € ويعطى من 
X(s)^X 2(s)‏ 
(5) ول. 


وبالتعويض ب الصيغة (14.17) وحساب حاصل الضرب الثلاثي القياسي أي بإيجاد 


N =)ئ(‎ 


قيمة المحدد الثلاثي. 
نفرض أن المنحنى ') الواقع على السطح ۸1 معطى من خلال الدوال 


u'=u' 0 ),u” =1” (v) 


d5 0‏ 
حيث ۷ بارامتر عام أي ليس بارامتر طول القوس 5. 2 هذه الحالة يكون ( a‏ 
: 0 


ر( 


هة سمي ) 


5 ا ی بالنسبة إلى‎ e #0 
ds dv ds E 
N _d × dv و‎ dX dv 
SE E ME 


وبالتعويض 2 (14.17) واستخدام خواص المحددات نحصل على 








01 رک 550 جک‎ 
Dz 
dS 3 
ر‎ 
ne ] 
a 0| | گا(‎ ES 
dv 
LSE ے-‎ “ (14.18) 
٤ X0) 
:) 1.۱٤ ( ملاحظة‎ 


الصيغة (14.18) تعتبر غاية 3 الأهمية لأنها أكثر عملية من الصيغة 
(14.17).حيث أنها تتعامل مع بارامتر عام وليس بارامتر طول القوس ولا تحتاج إلى 
التحويل بدلالة بارامتر طؤل القوس. 
مثال :)۱.۱٤(‏ 

أوجد الانحناء الجيوديسي لمنحنى الحلزون الدائري «= ”1= 1 الواقع على 
سطح الأسطوانة الدائرية القائمة. 

X (u ,u” )=(cosu',sinu',1*) )14.19( 
الحل:‎ 

بوضع ۷= ”4= أا 2 (14.19) فإننا نحصل على 


س( 


X (0 )=(cosv ,Sinv ,» ) (14.20) 


وى معاد الحلزون افوائرى الؤاق على اسيطواتة داكرية فاته نض ره اة 





لاعس ,COSV,1),‏ وزو 
(14.21) 0 1 
dX :‏ 
. )0, 110و , 77و00 -) حل 
dv ˆ‏ 


الكميات الأساسية الأولى على سطح الأسطوانة الدائرية القاثمة هي: 
(من الباب السابق) 1- ع,0 = يرع,1!- يرع,1 - رع 


وكذلك فإن متجه الوحدة العمودي // يعطى من 
^X ,=(cosı',sin1',0)‏ ت N‏ 
58 
العمودي N‏ فلن اكد ]اك کے( < “ررك 00 کون 
N (v )=(cosv ,sinv ,0)‏ 
وبالتعويض 2 الصيغة (14.18) نحصل على الانحناء الجيوديسي , ۸ على الصورة 


—cosy —sinv 0 
1 


(2) 


sinyv 0‏ 0051 ديعم 





-Sinv داوم‎ [1 


1 . 
=——(-cOSy 51117 + SInv CcOSv )= zero 


)0/2 
مثال (11.؟): 
أوجد الانحناء الجيوديسي للمنحنى * ۷= 1, ۷= 1 على المستوى 


X (1,17 )=(2r' + yu =u لب‎ +217 ( 


الحل: 
بالنسبة لسطح المستوى تكون المماسات , × هي 
SK)‏ ول (2,11) 2 4 
ومنها نقوم بحساب ر 8 حيث 
7 - ه,3 - ررع ,6 = يرع ,6 > ررع 
وحقل العمودي ١‏ يعطى من 
E‏ ل اكب 


E 0‏ 
واضح أن الحقل ١‏ ثابت لأنه العمودي على مستوى. 
المنحنى المعطى هو ( ۷) )×= لك نحصل على معادلته الاتجاهية من معادلة المستوى 
(وذلك بوضع ۷= 4 ر عاو 
X =2 +2 vv +27)‏ 


2 
TN, 2-0,2, 
14 


N 





dv 
TT 
dv 
=6 +127 + 24 
وبالتعويض 2 العلاقة (14.18) نحصل على‎ 
2 -2 4 


1 1 e 1 
k ET E a AT جح ا 111407 حوور‎ 
° (6+127 +2402 | 3 E 1ك‎ 
2+27 1-27 1+4 
5 18 


ا ص 
2 24 + :12 + 3(6 


4,0 (= 


قيقلا عكر 0 تر يكن 2-(0), k‏ 


0 


حقل الإطار ( 7 7',7)المعرف على امتداد منحنى (( 5) 2/7) ×= /2: € 
واقع على سطح منتظم (“⁄) × = :1 يسمى إطار داريوا .Darboux frame‏ 


إطار داريوا يحقق بعض الخواص منها 


dT 
EE n,+k,N )14.22( 
<n,N 058ع-<‎ ,k بعا-50وه‎ )14.23( 


<Nn,,h آل( >-0صاو<‎ ,b >,k, =k sinê 
العمود الثانوي عل المنحنى €. ومن هذه العلاقة (بالتربيع والجمع) نحصل على‎ b حيث‎ 
2م‎ )14.24( 


(14.؟ ) صيغ داربوا التفاضلية : Darboux Differential Formula‏ 

بنفس الطريقة التي اتبعناها 2 استنتاج الصيغ التفاضلية لإطار فرينيه 2 الباب 
الرابع تقوم الآن بالتوصل إلى صيغ تفاضلية مشابهة لصيغ فرينية ولذلك نرمز لحقل 
DEEN Ja DTN) o‏ ولزن اعد TI‏ 
وبالتفاضل بالنسبة إلى 8 نحصل على 

FN, >+<T ,#, <-0‏ 
وحيث أن 7 حقل متجه على امتداد المنحنى € فإنه يمكن كتابته على الصورة 
A, =a,(s )T +a,(s Jn, +a,(s JN‏ 
0 -< اليه + انيه 41, +k,N 1 >+<T‏ الي > 5 

وباستخدام خاصية العيارية المتعامدة لعناصر إطار داربوا نحصل على 0= ,4+ ب ۸ 


(14.25) بت( )ره 


د 


هة تغاسية ) 


بالمثل بمفاضلة العلاقة 0 =< ,N‏ 7> بالنسبة إلى 5 مع فرض أن 
N =b,(s )T +b,(s)n, +b,(s )N‏ 
فإننا نحصل على 0=(+ ,۸ 
b,(s)=-k, (14.26)‏ .:. 
وبتفاضل العلاقة < ي١, ١‏ > بالنسبة إلى 5 نحصل على 
<N,n, >+<N ,#, >=0‏ 
+bn, +b,N ,n, >+ <N ,aT +an, +ayN > =0‏ 'لرط> .:. 
b,)s (+4) (=0 )14.27(‏ .:. 
وباستخدام العلاقات [=< ,7,7 >,1 -< N ,N‏ > وبالتفاضل بالنسبة إلى 5 
نحصل على 0= 4 , 0= 0 لأن ١‏ عمودي على » ,7 عمودي على ,7 (حقول 
متجهات وحدة) وبالتالي من (14.22): (14.25)ء (14.26): (14.27) نكون قد 
توصلنا إلى الصيغ التفاضلية الآتية: 
(s)n, +k, )5(/‏ ,1-4 
n, =—k ,)5(7' +ay(s JN (14.28)‏ 
N =-a,(s )n, ~k,(s JN‏ 
تعريف (015؟ )1 
الدالة ( 5):© المعرفة 2 الصيغ التفاضلية (14.28) تسمى اللي الجيوديسي 
2 06006516 ونرمز لبا بالرمز .2 والدالة (8) ۸ تسمى الانحناء 
الجيوديسي للمنحنى € الواقع على السطح ۸1. 
الضيغ التفاهبلية (14:28) من كا ها 2 الشكل اة 
T 0 k kT‏ 
7T, jln (14.29)‏ 0 ل اع)| اماك 


هذه الصيغ مشابهة لصيغ فرينية لمنحنى فراغ حيث منحنى الفراغ كان يتحدد من 
خلال الانحناء / » والليّ 7 بينما لمنحنى واقع على سطح فإنه يتحدد من خلال ثلاث 
لامتغيرات ]1111/211311 هما )› ,2: ,۸ وهذا معناه أن شكل السطح يؤثر 2 
شكل المنحنى ) الواقع عليه من خلال تغير العمودي // على السطح على امتداد 
المنحنى '). 
من المعادلة المصفوفية (14.29) يتضح أن معدل تغير إطار داريو يعطى من خلال 
مصفوفة مربعة 3 ×3 وعناصرها دوال ب4 بارامتر طول القوس وبالتالي فهي تعتبر مولد 
متناهي الصغر 8562618601 121111165111181 لكل الحركات على امتداد المنحنى € 
الواقع على السطح 1 عند أي نقطة عليه لبا البارامتر 5. وهذا يقودنا إلى تعريف 
الراسم (التطبيق) التالي: 

Vsel,X (s)eC جب‎ /( eS0(1,3) 
حيث (1,3) 50 ترمز لزمرة التحويلات الخطية المتعامدة والمعرفة من خلال مصفوفة‎ 
داربوا (/ والتي معدل تغيرها يعطى من المصفوفة‎ 


' 0 k, k, 
RS kk, 0 Tf, )14.30( 
١ نت‎ 0 


واضح أنها مصفوفة عكسية (مختلفة) التماثل ناتجة من مشتقة مصفوقفة دالية ‏ ك 
وعمودية. ونوضح ذلك 2 الحالة العامة» أي لأي مصفوفة عمودية يتحقق 

D(s)D"(s)=D(s).D' )5(-1[ )14.31(‏ 
وبتفاضل الطرفين بالنسبة إلى 5 نحصل على 


0- 'مكمب'مرم 4 

ds ds 

dD dD' dD 
ف و ی و‎ 10 

) ( ا ) ا ا 


u اس(‎ 


5900 CD e o 
واضح أن المصفوفة 2 عكسية التماثل.‎ 


تعريف (2.14): 

زمرة التحويلات المتعامدة (50)1,3 المعرفة على المنحنى € الواقع على السطح 
1 تعتمد على بارامتر واحد هو بارامتر طول القوس. إذأ هي زمرة بارامترية أحادية 
البارامتر 810107 ©111 016-22121116 وتسمى زمرة داريوا .Darboux Group‏ 

4 نهاية هذا الجزء نكون قد توصلنا إلى بناء أريع إطارات متحركة على 
السطح المنتظم (“2) ×= ×: 14 وهي 

(1) إطار جاوس فينجارتن [ رر کر ) 
ومعادلات الحركة له تعطى من معادلات جاوس ‏ فينجارتن 2 الباب الثالث عشر. 

(11) إطار جاوس ‏ فينجارتن العياري المتعامد .رط 2ل] 


X 1‏ 
E) = , E =m 8‏ 
E (8‏ 811 له 
ومعادلات الحركة له يمكن استنتاجها من معادلات جاوس ‏ فينجارتن. 
(111) إطار فرينية [2,2 ,17 على امتداد منحنى فراغ واقع على السطح ۸1 
(1۷) إطار داربو [//,,7:,7- (/ على امتداد منحنى فراغ € واقع 
على السطح ۸1 ومعادلات الحركة له تعطى من خلال صيغ داربو 
التفاضلية (14.29). 


حيث JE; =N‏ ررم - جر 


مثال (14.؟ ): 
بين أن الانحناء الجيوديسي للخط المستقيم على السطح يساوي صفر. 
الحل: 
باستخدام المعادلة 
k* =k; +k;‏ 
حيث 0 = ۸ للخط المستقيم ومنها نحصل على 0= ۸K,‏ » 0= يم۸ . 


ييا ا 


مثال 5.14 ): 


استخدم صيغ داربوا التفاضلية لحساب اللي الجيوديسي ,7 . 


الحل: 
المعادلة الثالثة 2 (14.29) لها الصورة 
dN‏ 
a -‏ 
نطبرية لوقا ا انجاهيا ‏ 72 من اتر صل علق 5 20 7 O7‏ 
AN,‏ 7م T‏ 


وبضرب طرك هذه العلاقة  ١‏ قياسياً من اليمين نحصل على: 
<T N >=-1,<T 4 11 >‏ 
3 
ومن تعريف , 1/ 2 (14.9) واستخدام المتطابقة (2 الباب الثاني) الآتية: 
>C‏ قرلا > -ق8 < ن), ا >- A^BAC‏ 


تحصل على ( 1=[ ۸ ,۸, 7]) 


4 ON )14.33( 
ds 


8 
حيث [ , , ] تعني حاصل الضرب الثلاثي القياسي. وهي الصيفة الصريحة لحساب 
اللي الجيوديسي. بينما الانحناء الجيوديسي ,۸ يعطى من (14.18). 
باستخدام العلاقات (14.22): (14.23) وتفاضل العلاقة 

0508ع-< <n,N‏ 
بالنسبة إلى 3 نحصل على 


> اررض‎ >+<n,N 5527 
ds 


سه اتماضية | 


واستخدام صيغ فرينية بالنسبة إلى # وصيغ داريو بالنسبة إلى ١‏ نحصل على 


09 0م . 
, -مزو-ع< رم ع- ,مر > +< T<b,N‏ 
ds‏ 5 85 
وبما أن <b,N >=<n,n, >=sinê‏ 


(5 العمود الثانوي على المنحتى) 0 Tsin@-~7, sin 0= sin‏ .* 
(14.34) ج-- 0 2 
أهمية هذه العلاقة تتضح من أنها تربط اللي للمنحنى واللي الجيوديسي ,7 ومعدل تغير 
الزاوية بين العمودي على السطح والعمود الأساسي على المنحنى. 
ملاحظة ( ۷.۱٤‏ ): 
إذا كان اللي الجيوديسي 0= ,2 فإن المنحنى خط انحنائي حيث يكون 2 


dN 


0 
ملاحظة ( ۸1٤‏ ): 
إذا كانت .0-0051 فإن :2-7 لأن 0 = £ 
5 


(14.) المنحنيات الجيوديسية (الجيوديسيات) 7200125125 

توجد على السطح ۸1 منحنيات تعطي أقصر مسافة بين أي نقطتين عليه وهي 
تقَمَيه لفهوم أقضومسافة بين تقطن (الخط اهي د الفراغ:الأقليدى. إذا الحملة 
الشائعة وهي الخط المستقيم أقصر مسافة بين نقطتين تكون خاطثة 2 بعض الآحيان 
وصحيحة 2 البعض الآخر. الخلاصة أن الجملة غير صحيحة بالمرة ولكن الأصح أن 


نقول أن أقصر مسافة بين نقطتين هي خط جيوديسي أي منحنى له أقصر طول من بين 


اس( 0 


سائر المنحنيات التي تصل بين نقطتين على السطح. ونوضح ذلك من خلال التعريف 
التالي: 
تعريف (0.14 ): 

الخط الجيوديسي أو المنحنى الجيوديسي أو الجيوديسي 06006516 على 
السطح هو أقصر مسار (منحنى) يصل بين نقطتين على السطح. 
تعريف ( 5.١14‏ ): 

يقال أن المنحنى 14 ح ') جب 18ح / الواقع على السطح ۸1 أنه خط 
جيوديسي إذا كان انحنائه الجيوديسي منعدم لجميع نقاطه آي /© 5 , 0-ي / 
ومن الخصائص الكثيرة التي تتمتع بها الخطوط الجيوديسية ما يلي: 
نظرية (14.؟ ): 

حقل متجه الانحناء ( 7 /- /) عند أي نقطة على منحنى جيوديسي يكون 
على امتداد حقل العمودي ١‏ على السبطح عند تلك النقطة. 
البرهان: 

إذا كان ((5) “0 ×= :€ منحنى واقع على السطح 
(“4) ×= : ۷1 وممثل بدلالة بارامتر طول القوس 5 فإن 

X 610 =kn 
ds ˆ 

هو حقل متجه الانحناء والذي يوازي العمود الآساسي ١‏ للمنحنى. ومن الصيغة 
(14.17) التي تعطي الانحناء الجيوديسي نجد أنه على امتداد الخط الجيوديسي 


2١-0 (‏ )يجب أن يتحقق 





dX dX 
~~, ت“,(ص)‎ 1-0 14.35 
ا‎ (s) 10 ( ) 





dX 
عمودي على حقل المتجه ( 5)) حيث‎ E وهذا معناه أن حقل المماس‎ 


لبتم 


0 


(14.36) (» المجك-درم) 


أي أن 4 #ك اتجاه العمودي على السطح.وعليه يجب أن يكون -- 4 كحك كفنا أو 
بے اتجاه العمودي // على السطح. وبذلك نكون قد توصلنا إلى برهان النظرية. 
نظرية (014؟): 

إذا تماسا سطحان على امتداد منحنى وكان هذا المنحنى خط جيوديسي على 
أحدهما فإنه يكون جيوديسي على الآخر. 

الآن نحاول اشتقاق المعادلات التفاضلية التي تحدد الخط الجيوديسي على 
السطح. 

المنحنى الجيوديسي (من التعريف) يتحدد من 0 = ي۸ والتي تكافئ حلول 
معادلتين تفاضليتين 2 آن واحد وهذا يتضح منْ وضع 0 = ,/ 2 (14.16) لنحصل 
على: 

(i +1 gi û yi” =0 , (i? +1 i “ui” yi' =0 

وحيث أن 0 + ' 1 , 0 + ”1 وبالتالي يڪون لدينا 

i +T gii” =0, + Ti i” =0 )14.37( 


1 ركاف اش 

i +7 (i +I (i7) + 2T i” ع‎ 

3 J 22) ) 12 u )14.38( 

0 = تانب 21 + (2ن) 12 + i + (i)‏ 
أو £ شكل مختصر 

i +i” =0 , 7 - 2 
أومايكافئ‎ 
PNR a 124 
د كك‎ 
“كل‎ ds ds 


س( 


(14.39) 2- نز , 0- 








وعليه نكون قد توصلنا إلى ما يأتي: 
نظرية (2.14 ): 
الخطوط الجيوديسية على السطح المنتظم (“⁄) ×= X١‏ تتحدد من حلول 
نظام المعادلات التفاضلية الآني (14.39). 
مثال (5.14): 
أثبت أن الخطوط الجيوديسية 2 المستوى هي الخطوط المستقيمة. 
الحل: 
على المستوى كما رأينا سابقاً فإن رموز كريستوفل 0 = و۲ تطابقياً أي 
عند جميع نقاط المستوى وبالتالي فإن المعادلات التفاضلية (14.39) تؤول إلى 
du”‏ 
ds?‏ 





<0 , 2 - 2 


وبالتكامل مرتين بالنسبة إلى 5 نحصل على: 
u” =a’'s +b’ ,y =1,2‏ 

بمعنى “م ودود +b" , u”‏ واود أن 
وبالتعويض ك معادلة المستوى 

ET +bu” +b, (14.40) 

CU +CeuUu +C;) 

نحصل على 

X (s)=X (a's +b',a”s +b*”)=(1,(s),1 (sS ),€;(s)) 
تمكل خط مستميم واقع‎  )8( ك( 246( 6(0 ذوال تخطيئة ف 8 إذا‎ 
.)14.40( على المستوى‎ 


سه د ) 


( 0.15 ) حساب التغاير والجيوديسيات: 
Geodesics and Variational Problem:‏ 
نعطي الآن طريقة للحصول على الخطوط الجيوديسية وفيها نتعامل مع 
الكميات الأساسية الأولى مباشرة وليست رموز كريستوفل. ذكرنا 4 مقدمة هذا 
الجزء أن الخط الجيوديسي هو أقصر مسار من بين جميع المسارات التي تصل بين 
نقطتين على السطح وبذلك يظهر مفهوم التطرف 1161065© لدالية الطول ©21 
1161081 1611811 أي المطلوب حساب المنحنيات التي لہا أقصر طول من بين سائر 
المنحنيات التي أطوالبا تتحدد من دالية الطول (حساب التغاير) الآتية: 


L= as > ا‎ 8 „du du” 
والتي يمكن كتابتها على أي من الصور الآتية:‎ 


,2 4 ١ 0 
الى 28 + ررع‎ + E22 5 du', ا‎ (14.41) 


, d 
gU") +2g 1 + برع‎ du’, a (14.42) 


إذا الدالية ‏ المعرفة ب2 (14.41) دالة 2 2/7 ؛ 1 والدالية ل المعرفة ب2 (14.42) 
ATT EHR‏ لأننا يه الحانة الأول تكامل EEE E EO‏ 
نكامل بالنسبة إلى “8 على الترتيب. 
وباستخدام معادلة أويلر ‏ لاجرانج التفاضلية (مقرر حساب التفايرات أو الميكانيكا 
التحليلية) والتي تعطي الشرط الضروري لوجود نقاط تطرف (نقاط حرجة أو اتزان) 
للتكامل الدالي (14.41) والتي تعطي من هذه المعادلة: 

OL 4 OL 


AE 14.43 
du” du ou” ١ ) 





من (14.41) يكون لدينا ما يلي: 


اد 


OL ا‎ 

0u 2 
081 20g a O8 22 , 2 
خت ل کا‎ - 1 
(2 au Qu 00 





(811 +28 “لتر‎ +g) 7) ˆ 


oL 1 5 €3‏ 
(* لاير22 + ررع2) ° (*(2'/) ررع + ”1 +2g‏ ا du”‏ 
وبالتعويض ے2 (14.43) نحصل على 
B2 +280 Ena)‏ 
+E)‏ 281+ ررع 2 
)14.44( 


2 
d ررق‎ 1+ 8221 0 2 


aT = 0 سد‎ 
1 52 0 5 2 0 
du en + "بور و2‎ En) du 

حل مثل هذه المعادلة التفاضلية 2 الحالة العامة له صعويات كثيرة وتوجد طرق كثرة 
لإيجاد هذا الحل مثل الحلول العددية آو بأسلوب برامج الحزم الجاهزة على الحاسوب 
ولكن هنا نتعرض للحل 2 بعض الحالات الخاصة كالآتي: 
(1) إذاكانت ( )ري £ = ر £ دوال صريحة ب2 "1 فقط. 

ے2 هذه الحالة المعادلة (14.44) تصبح على الصورة 


0 ورع‎ +E =0 


2 2 1 
+E (‏ انو ع2 + ررع du‏ 
وبالتكامل بالنسية الى 7 نجد أن 


٠ = =c, (const.) (14.45)‏ “دوق 1 در 


¥811 + 2g + )ريع‎ 


بالترهع وتر ادو هل على مغادلة فق الشرحة الثافية د على الصبورة 


ا 


eB =0‏ مع +(67- i EES‏ +(2م6- ود 8) ود 8 )7( 
1 
(2g) -g£ (+ ( )14.46(‏ = نل 
( |ع- 28)82 
حيث (07 8 - c7) -48€ (8 2 -c? (gp‏ در 8( 49- 1خ 
وبالتكامل للطرفين نحصل على ('/) 1= ”1 (معادلة منحنى على السطح). 
ونعتبر الحالة الخاصة الآتية: 
030 الفوال( "نانيع دي ل ری ا 'ففظل بالأشافة ان ان الخطوط 
البارامترية على السطح متعامدة( 0 = ر £ ) وي هذه الحالة المعادلة التفاضلية 
(14.46) تؤول إلى 


ع (م- عاد 5 ثلا _ 7 


(م6- جد 220 28 


S11 
| 2 
£2(€2 -©(( 


= 


(1447) ايو جدلقمل] ±= ..u?‏ 
)7€ €(€ 


بالمثل نعتبر الحالة الخاصة الآتية: 

(1) الدوال ( )ي ع = ب £ دوال صريحة بے 1 فقط بالإضافة إلى 
0= برع . وباستخدام (14.41) وبنفس الطريقة التي اتبعناها ج الحالة (11) 
نحصل على 


(14.48) و كك ادن 
)7€ رع) رع 


(me‏ ا 


مثال 0.14 ): 
أوجد الخطوط الجيوديسية على السطح الدوراني 
0< /ر, ل X (u',4?)‏ 
الو ل لت اتن ا ا الشكل ( =f)‏ × واقع بے 
المستوى × عر 
الحل: 
توصلنا 2 الباب الثاني عشر إلى أن الكميات الأساسية الأولى للسطح 


0 : 
الدوراني تعطى من س( E (u‏ 7 82 ))'( )+21 رع 
du‏ 


واضح أن كل من دو ؟ دوال صريحة ب4 البارامتر 4 فقط و 0= رع 
(الخطوط البارامترية متعامدة). بالتعويض 2# العلاقة (14.47) نحصل على 

2 +f 
ر‎ (f (')- 


7 )14.49( 


حيث 2ع<(1ن) 2 /. 
مثال 5.14 ): 

أوجد الخطوط الجيوديسية على سطح الاسطوانة الدائرية القائمة. 
الحل: 

الاسطوانة الدائرية القائمة هي سطح دوراني ناتج عن دوران الخط المستقيم 
وكين مويف 7 قايية) و وخی أن 5= 2 أي أن 
.05 - 5-(!2)#) /ر وباستخدام المثال السابق والتعويض عن 6 = > 0= ' ر 
نحصل على 

14 ا‎ 0 
b Jb? -c? 


E CE 


ہس |2 
1 4 -52 
0 7 

=e +, (14.50)‏ 7 
حيث ,© ثابت» ا 
تك ا ي bb? -c?‏ 
والمعادلة (14.50) تعطي العلاقة بين بارامترات الاسطوانة وهي علاقة خطية وبالتالي 
فإن الخطوط الجيوديسية على سطح الاسطوانة الدائرية القائمة هي حلزون دائري. ٠‏ 
ملاحظة ( ۹-1٤‏ ): 

المعادلات (14.46)ء (14.47)ء (14.48)ء (14.49) التي تعطي الخطوط 
الجيوديسية أكثر عملية من المعادلات (14.39). 
ملاحظة ( ٠١١۱٤‏ ): 

إذا أخذنا الغايت 0 ر6 كان 6= 1 وبالتعويهن ف معادلة الأسطوانة 

X (u',u”)=(u',b cosu?,b sinu”) 
نحصل على خط مستقيم هو مولد الاسطوانة ويعطى من‎ 
X (u')=(u',b cosc,,b sinc) 

:)۷.۱٤( مثال‎ 

أوجد الخطوط الجيوديسية على المجسم الكروي المفلطح 501617010 061316 
الممثل من خلال الدالة الاتجاهية 

X (u',u)=(asinu? cosu',asinu? sinu',c cosu*) 

الحل: 

نقوم بحساب المشتقات التفاضلية الجزئية , £ ومنها نحصل على الكميات 
الأساسية الأولى و £ على الصورة 


رس( 


ظ 


2 2 27 
ررع‎ =a Sin u ويرع ,0 ح يرع‎ =a (1-e sin” 4 ( 


a 
2 خد‎ 
م‎ = 





c c 
=1-)( حيث‎ 
0 


2 


ينا ان 8 و ذوال يق 1 فط 0 = ونع مك تااس تك دام العاذلة 
(14.48) التي تعطي الخطوط الجيوديسية على الصورة 





a” (1-e sin” 14?) 


لآ 
چپ ال | بعد ان 
a sin u (a sin u —cf)‏ 











2-2 
1-e sin u? 


du? 


(2) sin u? -1 “صنو‎ 





ED 2 2 
N 
d* sin u —[1 sinu 6 

هذا التكامل يكن تحويله إلى صور التكاملات الناقصية من النوع الأول والثالث 
المعروفة أو إيجاد الحل بسهولة باستخدام برامج الحزم الجاهزة 4 الحاسوب مثل 
.Mathematic‏ 
مثال 2.14 ): 

أوجد الخطوط الجيوديسية على سطح الكرة. 
الحل: 

نفرض أن لدينا كرة نصف قطرها ٩‏ ومركزها نقطة الأصل مثلا ونستخدم 
التمثيل الجيوجراي وعلاقته بالإحداثيات الكارتيزية حيث أن أي نقطة (”1',1) × 
على بليطع هيده الکن ينان بان البرامكري اناهن 

X (u',u?)=(acosu' sinu”,asinu' sinu”,acosu”) (14.52) 


ل الباب الثامن حصلنا على الكميات الأساسية الأولى و 8 ولا الصورة: 


“6 - ريع ,0 - ورع , =a sin”‏ ررع 
حدق أن 0 5 8 + افو ك “وك ورو و اة 1 قط قان الخطوظ 
الجيوديسية تعطى من (14.48) على الصورة: 


o 
1 
ده‎ 
1 
يبيب ]| مح‎ ١ 
sin u(a? sin u” —c?) 
du 0 


دمن ا ا 
sing? e sin u -1 26‏ 

وا طرق اا وه ابل و اومن يراه ات عام د 
الحاسوب نحصل على 


b=. ec? -1 


هذه العلاقة (استخدم العلاقات بين الدوال المثلثية والمثلثية العكسية) يمكن كتابتها 


-tan‏ = أن 











2 
. _, „COtanu 
وزو = أن‎ (+c, )14.53( 
b 
cotu? . 
.. sin ) رء دز‎ -' or cotu” مع‎ sin(c, u") 
0 1 5 
4 =b (sinc, cosu -cosc, sinu') 
٠. 2 2 2 
501 


1 و : 1 2 : 8 2 3 

..cosu =b (sinc, 5111/7 cosu —~cosc, Sint 5117 (‏ 
وباستخدام هذه العلاقة والعلاقة بين الإحداثيات الجيوجرافية (⁄,'⁄) والإحداثيات 
الكارتيزية (2,×) من خلال التمثيل الجيوجراءك (14.52) نحصل على 


ر( 000 


2 0 
—=bsincر.—-—b‎ cose. or 
a a a 


x SINC, - نز‎ COSC; - - 0 )14.54( 


وهي معادلة مستوى يمر بمركز الكرة (نقطة الأصل) فهو يقطعها ف داكرة عظمى إذاأ 
الخطوط الجيوديسية على سطح الكرة هي دوائر عظمى 00150165 01681 كما هو 
موضح بے شكل (11؟): (5-11). 


دائرة عظمى سه4 ؛ 





)٣.۱٤( شكل‎ 


مثال (1امة ): 
أوجد طول خط جيوديسي على امتداد دائرة عظمى لكرة نصف قطرها ٩‏ 
ويصل بين النقطتين ) P1,‏ , ,)م2 


لس ل ل ل ست 


فت سمي ) 


الحل: 
فق اعت بردت من زاكر لامي هوزظو ل فارين طن داقو فد يفيل 
بين النقطتين ر۶ ,۶ أي هو طول قوس من قطاع دائري زاويته /0 حيث 
<R,R,>‏ 
)*( لل -ديوومن 
ااا 
حيث ب ,1 هي متجهات الموضع للنقاط ر۶ ,۴ على سطح الكرة وتعطى من 
2 > 0( 5مك , اتلد بتكأ هرج لتطلد R„ =(acosu}‏ 
بما أن ه- ||ره | -|اريم| والتعويض 2 (*) أعلاه نحصل على 
cosu}) + cosu? cosu}‏ أنتومء + cosa =sinu} sinu} (sinu sinu}‏ 
2 ب = ..cos@ = sinu? sinu; cos(u| =u} ) + cosu} cosu}‏ 
وطول قوس بين النقطتين ر٣ ٨,‏ من دائرة عظمى هو طول قوس من قطاع داثري 
| 
ويعطى من :2-00 وبالتعويض عن (/) 06-005 من (**) نحصل على 
cosu?) (14.55)‏ نوم + ~u})‏ إناومء =acos (sinuî sinu}‏ (.. 
مثال :)۱۰١۱٤(‏ 
أوجد طول محيط الدائرة العظمى على سطح الكرة. 
الحل: 
فرج الال اا تة ان الد ائزة ا فى ا نكا نجسل ها عتما قى 
النقطتين 2.42 أي عندما )1,12 (u1 )=(u‏ وبالتعويض عن ت 4 نجد أن 
COSu})‏ مالتوم + sinu}‏ لتمأو) 0057 -) 
acos  cos(uî -42(‏ = 
وكذلك عندما 1= 7 


.. (=acos نون‎ =acos 1] =27ra 


gn 


لاحظ أن 1' 05© تساوي 0 أو 27 والقيمة الأولى لا تعطي طول ولذلك فهي مرفوضة. 
نظرية (014؟): 

الانحناء الجيوديسي , / على امتداد الخطوط البارامترية على السطح المنتظم 
4 يرمز له بالرمز 1,2- 4, ۸ حيث 


k!=g (810 T2 )14.56( 
/: - (ررع) و‎ 11 )14.57( 


البرهان: 
على خط !8 السازافترق يكنون 00856 = 4 وبالكالى 0= 7 : 
2-0 وبالتهويكن 3 (14:16):تخصل غلى 


0 
ماخ بي اراز زر ولت 
ds‏ 


- J g Tui ui! + 2g Tui ii + gii u! 
ا‎ 1] 
= ع‎ ٣) ( ET )14.58( 


(r) 


cht 





e 2 A4 
اك © = كك فإنه على خنط '/# البارامتري يڪون‎ ‘du’ وحیث ان‎ 


u” = const.‏ أي 0= dı”‏ وبالتالي يكون لدينا ”( 41( £ = ئ 


ds 
=e, )14.59( 
حيث ,5 بارامتر المسافة القوسية على امتداد خط 1 البارامتري وبالتعويض 2 العلاقة‎ 
نحصل على‎ )14.58( 


و أ 1 
3 د اكت 1 


0رع) 


بالمثل فإن 67/ لخط ”1 البارامتري يعطى من 


0 1 
822 ا و *(ررع) ع -- ا فاح _ 


du‏ ر( 
مثال :)۱۱.۱٤(‏ 
أوجد المعادلة التفاضلية التي يحققها السطح كي يكون خط "ا البارامتري 
خط جيوديسي. 
الحل: 


الانحناء الجيوديسي / / لخط 1 البارامتري يعطى من (14.56) وڪي يكون 


0د ,#0,8 ع 21-0 (ررع) Je‏ 2 
TD )14.60(‏ 
ومن تعريف وي 1[ نحصل على 
ا E‏ 
Ou du Ou‏ 

2 ıı , 8a _ رسك‎ 
: du Ou 

ومن تعريف ۶ ع نجد أن (من الباب الثامن والتاسع) 
î‏ 22ى 21_812 


8,< م 
8 8 


2 


1 
ا 
1 
2 











08, 
OE گم عق‎ E, or 
8 


0812 
(14.61) 0-ا 








dg, 
EEG 2 2 


(r) 


الهندسة التفاضلية 


و هوا اوت 


dg ع0‎ 
0 8n #0 EE 
.:. ,رع 2 رع‎ ( )14.62( 


نظرية 514 ): 
. خط 1 البارامتري على سطح منتظم مغطى بشبكة بارامترية متعامدة 

يكون خط جيوديسي إذا كان ('⁄) ,£ = ,£ دالة 2 1 فقط. 

نكل ما سی كو :افشلا التعاوفة العالية 
نظرية (2.14): 

خط 22 البارامتري على سطح منتظم مغطى بشبكة بارامترية متعامدة 
يكون خط جيوديسي إذا كان (207)ررع = ررع دالة 4 27 فقط. 
ملاحظة :)١١١14(‏ 

خط 5 البارامتري يكون خط جيوديسي إذا تحقق 0= رر 
ملاحظة (11014): 

الطرق المستخدمة 4 برهان نظرية )٤-١١( :)5-١4(‏ مختلفة عن الطرق 
المستخدمة ب4 الحالات الخاصة مثل السطح الكروي المفلطح والسطح الدوراني. 

ناقشنا سابقا ب4 (14.44) متى يكون المنحنى 

(14.63) ))4( 000 76506 
منحنى جيوديسي واقع على السطح (⁄,"⁄) ×= لا حيث 0= يرع وذلك 
باستخدام معادلة أويلر ‏ لاجرانج ‏ وهنا نتعرض له بأسلوب المعادلة التفاضلية الصريحة 
للجيوديسيات (14.39). 


بي يد 0 
ل حالة التمثيل البارامتري (14.63) نحصل على وي € على امتداد المنحنى وتعطى من 


0= 8,) ")£ = 822 ( )£ = 811 
وبالتعويض 2 نظام المعادلات التفاضلية (14.39) آو (14.38) نجد أن المعادلة الآولى 
من معادلات الجيوديسيات تنعدم والمعادلة الثانية تصبح على الصورة 
du' du?‏ برع 1 du”‏ 


+ ع ا 
ds”  عرر‎ Ou' ds ds 0‏ 





حيث ے هذه الحالة يكون 








r =0, - 0, T2 = &* (ررج2)‎ 
Ou 
المعادلة (*) تكافئ‎ 
“بذك‎  6عرر‎ du' du 
ع کر‎ =0 14.64 
82 ds” Qu’ ds ds ( ) 


هذه الاد يبك مكحا ا كل اة رة 


42 d2 du” du 
ds 82 ds du 82 ds ds 


ds ds ou’ ds ds‏ ا 
du” E du! du‏ 


ST ER 


ds” @u' ds ds 
ومن (14.64) نجد أن‎ 


4 du du رروة‎ du' du? 
=8 Cg COD OR E 





d du” 
e 22 - =0 
ds (82 ds ) 
2 0 
. e = const. (14.65) 
ds 


) 


dX 4‏ 
وبما أن 5 بارامتر طول القوسء إذا 1=|-””| أو ما يڪافئ 
3 





du” »‏ بألل 
3 0= ,£ ,|= و( )ررم + (-ل 
(*( 812 ) 7 )د ) وات 
وبالتعويض من (14.65) 2 (*) نحضل على 
ce‏ ر du‏ 
1< ل 
En, 2‏ 


E» (14.66)‏ _ نه 
ene»‏ كه 





وحيث أن 
2 1 2 2 
(من (14.65)) دك ل ان الله يه 
dı ds ds ds 8£»‏ 
وباستخدام (14.66) نحصل على 
ل dî‏ 
NENE‏ للك 
أو 
du (14.67)‏ ا += أن 


¥ € 228 22 26 


وهذا ما توصلنا إليه عن طريق معادلة أويلر ‏ لاجرانج 2 (14.47). (14.48). 
مثال :)۱۲۰۱٤(‏ 

أثبت أن.0151© = 0560© د8 ل على سطح منتظم ( 117,') ×= 26 : M1‏ 
يحقق 0 > ر £, )82)11 = يرع ,( )8 > ررع 


حيث 6 هي الزاوية بين الخط الجيوديسي (ممثل تمثيل طبيعي) وخط * 1 البارامتري 
عند نقطة ما 7 على السطح ///. 
الحل: 

نعين الزاوية 0 بين خط ”4 البارامتري والخط الجيوديسي عند 1/1 © مر أي 
الزاوية بين خط المماس ر لآ لخط 17 البارامتري والمماس 7 للخط الجيوديسي كما 
هو موضح ‏ شكل .)٤.۱٤(‏ 





شكل (٤۱۔٤)‏ 


ومن تعريف الزاوية بين متجهين نجد أن 


ب الخو تت وك ووو 


دعل اتام 


وبما أن المماس 7 متجه وجدة إذا يكتب على الصورة 





T =X, 4 e du 
' ول 2 ولي‎ 
وبالتعويض 2 (14.68) نحصل على‎ 
©2056 ررعأء‎ =<T ,X „> 
du' du 





du du 
و 2 و‎ 2 
وحيث أن 0= 812 على السطح المعطى‎ 
du? 


ا ود 2 أو ©6056 .. 


ومن العلاقة (14.65) نجد أن 

©0568 lg), = const. (14.69) 
وهو المطلوب.‎ 
:)۷.۱٤( تعريف‎ 

يقال أن التمثيل البارامتري (“⁄1) × = لل نصف جيوديسي 56111186006512 
على السطح المنتظم اذا گان ايا ( 0 = يبع ) وإحدى عائلتي الخطوط البارامترية 
هي منحنيات جيوديسية. ش 
فمثلاً إذا كانت العائلة البارامترية .60051 =1 هي منخنيات جيوديسية 
(('*), ,م = ,,©) وبالتعويض 2 معادلات الخطوط الجيوديسية يمكن أن نصل 


ds* = )411(* + برع‎ (du?) , dı = 2, (4 du! 

تعریف :)۸.۱٤(‏ 
الرقعة الإحداثية المتعامدة (الخطوط البارامترية تتقاطع عن التعامد) على 
السطح التي تحقق أن أحد عائلتي الخطوط البارامترية هي خطوط جيوديسية 

A set of geodesic coordinates تسمى مجموعة إحداثيات جيوديسية‎ 


(semi-geodesic patch) 


هة صن ) 


:)۱۲۰۱٤( مثال‎ 

استخدم تعريف السطوح المفرودة © إثبات أن الحلزون الدائري 

٣ = )© 01,4 511114814 (‏ هو خط جيوديسي على الأسطوانة. 

الحل: 

السطح المفرود (يمكن فردة أو قابل للفرد ليصبح مستوى) هو سطح متقايس 
isometric‏ مع الى وهذا كناد أن المسافة بين نقطتين على السطح المفرود هي 
نفسها المسافة بين صورهم على المستوى. ونبين ذلك بطريقة عملية كالتالي: 
نأخذ قطعة ورق مستطيلة الشكل ونحدد مجموعة من النقاط عليها كما هو موضح 
4ے شكل .)0.١١(‏ 


D 





)0١:( شكل‎ 


ونكون الأسطوانة الناتجة من قطعة الورق عن طريق طيها لتصبح أسطوانة دائرية 
قائمة قاعدتها 48 وارتفاعها 2.4€ هذه الحالة نجد أن القطعة المستقيمة ,) على 
المستوى |( أصبحت دائرة على الأسطوانة توازي قاعدتها والقطعة ,) ظلت كما 
هي (لاتغيرية) ب2 اتجاه مولدات الأسطوانة بينما القطعة المائلة را أصبحت 4 شكل 
حلزون دائري على الأسطوانة كما هو مبين + شكل (: .)1.١(‏ 


- 


حلزون داثري قطعة مستقيمة (0 = 2) 


دائثرة (0 = 8) 


شكل )3.١1:(‏ 
القطعة المستقيمة (0 > 4) والدائرة (0 = 5) حالات خاصة من الحلزون الدائرئ 
(acOosSu,aSİinu ,bu1 )‏ ع r‏ 
تعريف :)۹۱٤(‏ 
يقال أن الراسم ۸1ج 1: / بين سطحين منتظمين أنه راسم جيوديسي 
Geodesic mapping‏ إذا كان ينقل الخطوط الجيوديسية على السطح ۸1 إلى 


الخطوط الجيوديسية على السطح 1/4 . 


ْ 


)١15( نمارين‎ 


)١(‏ أوجد الانحناء الجيوديسي للخطوط البارامترية على سطح الأسطوانة وكذلك 
على سطح المخروط الدائري 0= 2- 3 بر+ ”× . 


أي خط مستقيم واقع على السطح هو خط جيوديسي. 


60 أوجد الانحناء الجيوديسي للخطوط البارامترية على السطح الدوراني. 
(4) أوجد الخطوط الجيوديسية على سطح المخروط الدائري 2 - 2 بر + * ند. 
)٥(‏ أوجد الانحناء الجيوديسي للمنحنى 1= 1 على سطح البليكويد 
2ل لهاو أنه “لتقم X (u',u”)=(u'‏ 
© اتخ صديقة جاوس لحساب الاتحتاء الجكاوسى على سط معطي برقا 
إحداثية متعامدة نصف جيوديسية. 
(۷) أثبت أن الخطوط الجيوديسية على السطح المسطر هي رواسمه. 
00 سيان ا اط لحز نسي هاا اي ف 
)⁄(”)du'(” + )d (7‏ = * وك = 1 هي قطاعات مكافئة على المستوى 
u‏ 
(إرشاد: ضع 1= يرع » ”( )= ,£ 0= ر ب معادلة الجيوديسيات). 


)٩(‏ أتثبت آنه إذا ڪان الخط الجيوديسي هو خط تقاربي فإنه يڪون خط مستقيم. 
(إرشاد: استخدم تعريف الخط التقاربي وكذلك تعريف الجيوديسيات). 


الهندسة ‏ التفاضلية 





(1۱( 


(۲) 


(1۲) 


)۱٤( 


06) 


مستويا (واقع ے4 مستوى). 
(إزفجاة: نخدم معنادلاث الخ وسات وخا وط احا منا أو 


dx dN 
) 0= ۸ 
ds ds 


أوجد معادلة الخطوط الجيوديسية على السطح الذي عنصره الخطي هو 
ds? =1 =(du')” + g (du)?‏ 
(إرشاد: ضع 0= 1.8< 2 © حساب 17 وعوض بعد ذلك # معادلات 


الخطوط الجيوديسية) 


أثبت أنه إذا كان الخط الجيوديسي على السطح المنتظم هو خط تقاربي فإنه 
(إرشاد: استخدم العلاقة (k? =k) +k;‏ 


مستويا. 
(إرشاد: من الصيغ التي تعطي ,2 ؛ ,7 وتعرف الخط الجيوذيسي 


. والانحنائي). 


أوجد معادلة الخطوط الجيوديسية للسطوح التي عنصرها الخطي هو 
=ds* = (U'(u')+U*(u”))((du')? + (du”)?)‏ 1 

(إرشاد: (17)” 10+ (21)! 1= روع = ,0,8 = ورع ومثل هذه السطوح 

تسمى سطوح ليوقيل ©7111نا10.آ). ش 


فس عسي ) 


(17) بين أنه يوجد تناظر بين خطوط الانحناء على سطح منتظم ۸1 والخطوط 
الجيوديسية على سطحي مراكز الانحناء للسطح 1[ (السطوح البؤرية) 
.Focal surfaces‏ 
(إرشاد : نعتبر سطح منتظم ( )u' u‏ ×= ×: 1 ونكون 

پک لع ولو ا F:R =X‏ 
و1 kK‏ 

حيث ١‏ العمودي على السطح 14 » رو۸ هما الانحناءات الأساسية على 
السطح 14 . أوجد وع › مع الكميات الأساسية الأولى على السطوح 
البؤرية ۴ » رط واكتب المعادلة التفاضلية للخطوط الجيوديسية نجد أنها 
منطبقة على الخطوط الانحنائية على السطح //[). 

)٠١0‏ بين أن الخط الجيوديسي على السطح يتحدد تحديد تام إذا تحقق أي من 
الخواص الآتية: 
(1) العمودي على السطح ينطبق على العمود الآساسي. 
(11) العمودي على السطح يقع 4 المستوى اللاصق. 
(111) الانحناء الجيوديسي ينعدم. 
(1۷) | ,)|= ۸ عند أي نقطة. 
(۷) المستوى المقوم ينطبق على المستوى المماس للسطح عند أي نقطة على 

المنحنى 

(إرشاد: ارجع إلى تعريف الخطوط الجيوديسية واستخدم إطار داربو والعلاقة 
بين الانحناءات). 


(۱۸) المنحنى على السطح يكون خط جيوديسي إذا تحقق أي من الخواص السابقة 
4 تمرين (۱۷) 
(إرشاد : هذا التمرين هو صياغة آخرى للتمرين .))١97(‏ 


0 


(۱۹) أوجد الخطوط الجيوديسية على السطوح المفرودة. 


.1 للسطح المنتظم‎ ٨,۴ أوجد الصيغة الأساسية الأولى على السطوح البؤرية‎ )٠١( 


1١‏ أوجد كل من الانحناء الجاوسي والمتوسط للسطوح البؤرية. 


الباب الخامس عشر 


مدخل إلى عديد الطيات التفاضلي 
Differentiable Manifold Approach‏ 


هذا الباب نقدم خواطر سريعة حول عديد الطيات التفاضلي دون الخوض 2 
تفاصيل جزئياتها وكذلك ريطها بالنماذج المختلفة التي قدمناها 2 الأبواب السابقة. 
وكذلف قا فف عدي انات القماضلى طعا انوع البراء الإا 2 ارف هليهنا 
مع التركيز على كيفية عمل الخرائط والرقع الإحداثية. وهذا الباب يعتبر تعميم لما 
قدمناه 2 الأبواب السابقة وبالتالي يعتبر بداية لموضوع متقدم 2 البندسة التفاضلية. 


(۱.۱۵) مقدمة + 

إذا أردنا التحرك داخل نموذج (مجموعة من العناصر أو النقاط) من النماذج 
التي درسناها نحتاج إلى علم البندسة التفاضلية وبالأخص البندسة التفاضلية 2 
الفراغات الريمانية. فالبندسة التفاضلية هي علم 8 بدراسة الخواص البندسية 
اللاتغيرية لمجموعة تفاضلية دراسة موسعة ومحلية 128/إ5000 10681 global and‏ 
بينما التوبولوجي التفاضلي يهتم بدراسة الخواص التوبولوجية اللاتغيرية لبذه المجموعة 
invariant topological properties‏ 

هذه المجموعة التي تدور حولها الدراسات 2 كلا العلمين هي عديد الطيات 
ذو البعد 7» والذي يعرف على أنه فضاء توبولوجي 4/ بحيث يوجد لكل نقطة عليه 
جوار 1 > ل متشاكل 101260101012112 مع فضاء إقليدي بعده #. هذا التشاكل 
يسمى خريطة لأنه يصور ذلك الخوا نس عديد الطيات على فضاء مستو» كما 24 
الخرائط على الأرض. 

وبأسلوب بسيط (هو عام ودقيق 2 مضمونة) يمكن القول أن عديد الطيات 
هو مجموعة من العناصر ترمز لأي شيء من مكونات الكون الذي نعيش فيه مرتبطة 
معأ من خلال مفهوم موسع للمجموعةء أي معرف عليها توبولوجي له مواصفات خاصة 


0-000 


ومعرف حول كل نقطة تشاكل إلى منطقة من فراغ إقليدي مألوف لديناء أي أن كل 
نقطة أصبح لبا إحداثيات بهذا التشاكل. والحركة 4# هذه المجموعة أو الترابط بين 
عناصرها محكوم بالمشتقات التفاضلية والعمليات الجبرية. 

ومن هنا يتضح مفهوم عديد الطيات الذي يبدو اا لغير المتخصصين بأنه 
مجموعة معرف عليها بناء جبري ‏ بناء هندسي ‏ بناء تويولوجي ‏ بناء تفاضلي. وهذا 
يؤدي إلى آهمية أن البندسة أصبحت ليس بالمفهوم التقليدي ولكنها عملية هندسة 
المعلومات المعطاة داخل مجموعة ما أي تصبغ بصبغة البندسة كي يمكن استخلاص 
النتائج والمعلومات وتأويلها هندسياًء ومثال على ذلك دراسة النقاط الشاذة 510810136 
5 للدالة من وجهة نظر هندسية يتيح لنا دراسة هندسة الكوارث أو الفجائيات 
catastrophe theory‏ والتنبؤ بها. 

و كلا العلمين (البندسة التفاضلية والتوبولوجي التفاضلي) تنصب معظم 
الدراسات على عديدات الطيات التفاضلية» ولكن التوبولوجي يدرس التراڪيب 
التويولوجية عليه فهو هندسة بدون قياس أي يهتم بالدراسة الكلية لعديد الطيات. بينما 
البندسة التفاضلية تدرس التراكيب البندسية أي تهتم بالدراسة الكلية والمحلية لعديد 
الطيات. 

وعن طريق البندسة التفاضلية أمكن تعميم كثير من المفاهيم والأفكار 
الرياضية المعروفة من خلال معلومات بديهية أي داخل الفراغ الإقليدي وذلك باستخدام 
أسلوب المسلمات الذي هو أساس البندسة منذ البداية. 

تسن اسك سقلا دوا مقافت افده التقاحيلية فم حقل الأعداد 
الحقيقية إلى الفضاء الاتجاهي 5872665 760101 وكذلك خواص المسافة المعروفة إلى 
الفضاء المتري ©5086 7061112 وغير ذلك من الأمثلة ... كما هو موضح من خلال 
الملخطط : 


0 


سه ميد ) 


يقة المسلمات : 
أحد الطرق المستخدمة لتعميم مفهوم رياضي 





مجموعة من الأشياء (مجموعات 9 التعاريف لن تعمم بطريقة مباشرة 
E E‏ 

أو دوال)» مثلا متحهات› النقل وواضحة (التعاريف قد تعتمد على 

المتوازي» اللابلاسي 12013261311 نظام الإحداثيات) 


ب البداية قد تكون هذه المعلومات غريبة إلى حد بعيد 


وغير بديهية 





الخصائص التي تعرف المفهوم أي شيء 00[661 يحقق هذه 


لات شرع دتو 


(16؟)الابنية الإضافية على عديد الطيات: 
Additional Structures on a Manifold:‏ 
بعد أن قدمنا نبذة مختصرة عن عديد الطيات 4 شكله العام» نقدم الآن 
تعريف عديد الطيات تبعا لنوع البناء المعرف عليها بأسلوب أشمل وأعم أي يشمل 
الاتصال والتفاضل 2# الأبعاد العليا وأن كل هذا يتطلب معرفة جيدة بالتوبولوجي 
وعلاقته بالبندسة (دون الخوض بك التفاصيل الدقيقة للتحليل الرياضي). 


:) ١١6 ( تعريف‎ 


يعرف عديد الطيات 78131111010 على أنه فراغ رياضي مجرد 465113201 فيه 
كل نقطة لبا منطقة جوار مباشر تكون صورة (تشابه) 16561122165 لفراغ إقليدي. 
ملاحظة ( ۱.۱١‏ ): 

التعريف السابق محلي 10٥21‏ ولكن 2# البناء الموسع 51111011116 010081 قد 
مكو السررف كدر فو 
ملاحظة ( ۲.۱۵ ): 

دراسة عديد الطيات تكون فكرة البعد 0110685108 مهمة قمثلاً 
الخطوط المستقيمة بعدها واحد والمستويات بعدها 2. 
مثال 1١١5‏ ): 

2 حالة عديد الطيات أحادي البعد تكون كل نقطة لبا منطقة جوار مباشر 
تبدو كما لو كانت (تشبه) 1116 10015 قطعة مستقيمة والمثال على ذلك الخط 
المستقيم والداثرة والمنحنى وزوج الدوائر. 
مثال (5.ء؟ ): 

حالة عديد الطيات ثناثي البعد كل نقطة لبا منطقة جوار مباشر. تشابه 
قرص ك1 ومن أمثلة ذلك المستوى وسطح الكرة والأسطوانة. 

غالبا ما برف اب او تراكيي 5810618 ضاف على عد الطينات 
للحصول على حالات خاصة ونوضح ذلك من خلال مجموعة التعاريف الآتية التي هي 
بسيطة 2 صياغتها ولكن عميقة Z4‏ مضمونها Roughly speaking‏ 
تعريف( 160 ): 

عديد الطيات التفاضلي 01116161118016 هو عديد طيات يسمح بإجراء 
حساب التفاضل والتكامل عليه. 
تعريف ( 10" ): 

عديد الطيات الريماني 116111211111311 هو عديد طيات يسمح بتعريف المسافة 


والزاوية. . © 


تعريف (2.10): 

عديد الطيات التماسكي 5[/102166112 والذي يمثل فراغ الطور ©7135 2 
الميكانيكا الكلاسيكية أو فراغ الشكل 0111811181101© 4 حركة الأجسام 
المتماسكة. 
تعريف ( 0.160 ): 

عديد الطيات الريماني الحاذب 6111211111811 2561100-11 رباعي البعد 
والذي يعتبر نموذج لفراغ الزمان والمكان 2 نظرية النسبية العامة ©1110 50206 


.general relativity 


Elementary Concepts مشاهيم أولية‎ ) ۲.10 ( 

قبل إعطاء التعريف الرياضي الدقيق والفني Technical Mathematical‏ 
0 لعديد الطيات يجب معرفة الرياضيات التي تقف خلف عديد الطيات 
(متطلب سابق )۴۲۴۲۵٩1181۵‏ 4 حساب التفاضل والتكامل والتوبولوجي والرواسم 
بين الفراغات. 
تعريف( 5.160 ): 

يقال أن الدالة كر بين فراغين توبولوجيين [,.؛: تشاكل1012201701:01115121 
إذا كانت إتناظر أحادي وكل من  '‏ / دوال متصلة. إذا وجد تشاكل بين ,× 
يقال أن X‏ تشاكل .homeomorphic Y‏ 
مثال(3016؟): 

قرص الوحدة ومربع الوحدة ‏ “18 متشاكلان. 
مثال :)2.١5(‏ 

الفترة المفتوحة 18 -(1,1-) تشاكل خط الأعداد كله كل . 
ملاحظة ( ۲۰۱۰ ): 

شرط أن '” / متصلة هو شرط أساسي ونوضح ذلك من خلال المثال: 


:) 0.١6 مثال‎ 

الدالة 

f :]0,22( 182ء اواج لات‎ , f (¢)=(cosQ,sin 0( 

تناظر أحادي ومتصلة ولكن ليست تشاكل لأن ' / غير متصل حيث *18 ح 5١‏ 
داثرة الوحدة. 
ملاحظة ( ٤۱۵‏ ): 

التشاكل يعني 

Homeomorphism = hormeos + morphe 
تشاڪل‎ = identical + shape 

أي تطابق الأشكال (تفسير المعنى بكلمات أصلها أغريقي). 
ملاحظة ( 0.۱0 ): 

التشاكل 2 مجال التوبولوجي الرياضي يعني تماثل 150171010111512 بين 
الفراغات التوبولوجية يحافظ على الخصائص التوبولوجية. بمعنى آنها 
1 تعني نفس الشيء. 
ملاحظة ( 5.010 ): 

وتا يمكن القول 50621118 101181217 أن الفراغ التوبولوجي هو شيء 
هندسي 00۵٥‏ والتشاكل 11۳م homeomor‏ هو شد 51161111185 وثني 
58 تتصل لبذا الشيء إلى شكل جديد ولبذا فإن المربع والدائرة متشاكلان. 

مما سبق يمكن إعطاء التعريف الآتي: 
تعريف (۷.۱۰): | 

التوبولوجي هو دراسة خواص الأشياء التي لا تتغير 11۷3۲1۵۸۲ تحت تأثير 


التشاكل. 


تعريف (۸۰۱۰۵): 
يقال أن الراسم أو دالة التناظر الأحادي 77ج 11: f‏ بين عديدات 
الطيات 17 ,۸4 تشاكل تفاضلي diffeomorphism‏ إذا كان كل من ' /ر / 
تفاضلي أي أن التشاكل التفاضلي = تشاكل + تفاضل. و4 هذه الحالة يكتب 
M = N‏ أي أن N «M1‏ متشاكلان تفاضلياً .diffeomorphic‏ 
مثال ١.16‏ ): 
الراسم التفاضلي "مح /آجل “1ح : ر يكون تشاكل تفاضلي 
اذا ڪان 
(1) تناظر أحادي (تقابل) 100]ء651[6 
(11) المشتقة f‏ 2 (مصفوفة جاكوب) قابلة للعكس والتي تعني أن محدد 
جاكوب مختلف عن الصفر (أنظر الباب الثاني). 
ملاحظة ( ۷.۱۰ ): 
إذا كان "۸ج ”8: ر فإن الشرط (11) 4 المثال السابق لا يصلح لأن 
f‏ 2 مصفوفة ليست مربعة 4 هذه الحالة وبالتالي غير قابلة للعكس وهذه الحالة 
موضوع دراسة متقدمة. 
مثال(7.5): 
دالة التتاظر الأحادي التفاضلية ليست من الضروري أن تكون تشاكل 
تفاضلي فمثلاً ×=( ×) ير 1[ جل 18: گر ليست تشاكل تفاضلي لأن 


3- (*)' ر تساوي صفر عند 0 = × (المشتقة هنا تعني مصفوفة جاكوب 1< 1). 


(4.16) التعريف الرياضي لعديد الطيات: 
ش Mathematical Definition of a Manifold‏ 
عديد الطيات ذو البعد 7 (7-1121111010) هو فراغ توبولوجي من نوع 


هاوسدورف (عع509-,7) 11011500111 ويحقق مسلمة العدية الثانية 560010 


©1121 بحيث كل نقطة فيه لہا منطقة جوار مباشر متشاكل مع كرة مفتوحة 
"8 (11ه6-”) من الفراغ الاقليدي ]R”‏ حيث 
JER" | +7 +... >1(‏ , .ووو ) ) B"‏ 

ملاحظة ( ۸.۱٩‏ ): 
شرط العدية الثاني 0011848016 "2 لا يتحقق 4 بعض الفراغات مثل الخط 
المستقيم الكامل وشرط (77-503606) لا يتحقق ے2 بعض الفراغات مثل 
(6+»< ۸ , (ه) × ۸ آي تطابق الخطوط المستقيمة عند أي نقطة فيما عدا نقطة 

الأصل. 

ملاحظة ( 9.16 ): 

كل عديدات الطيات هي عديدات طيات توبولوجية بحيث عند كل نقطة 
عليها (/100211) يوجد توبولوجي لفراغ إقليدي. 


(۵.١١ (‏ الخرائط والرقع الإحداثية Coordinate Patch and Charts‏ 
كلنا يعلم أن الملاحة على سطح الكرة الأرضية تستخدم خرائط مستوية 
maps or chs‏ 1131 وتجمع ے2 ما يسمى أطلس 41135. بالمثل فإن عديد الطيات 
التفاضلي يمكن وصفه من خلال خرائط رياضية والتي تسمى خرائط إحداثية 

.Mathematical Alas وتجمع 2 آطلس رياضي‎ Coordinate Charts 
الحالة العامة لا يمكن وصف عديد الطيات من خلال خريطة واحدة يسبب‎ 
أن البناء الكلي 0610541 لعديد الطيات يختلف عن البناء البسيط للخريطة المستوية‎ 

والمثال على ذلك لا توجد خريطة واحدة تغطي سبطح الكرة الأرضية بالكامل. 

عندما يغطى عديد الطيات بعديد من الخرائط المتقاطعة 016112118 فان 
مناطق التقاطع تعظي معلومات أساسية لفهم البناء الكلي. فمثلا الاتحان السوفيش 
سابقا يوجد ب2 منطقة تقاطع خريطة آسيا مع خريطة أوروبا. 


:)1٠١.16( تعریف‎ 

الخريطة الإحداثية coordinate map or chart‏ لعديد الطيات هي راسم 
قابل للعكس بين مجموعة جزئية من عديد الطيات إلى فراغ بسيط 580966 5112216 
بحيث كل من الراسم ومعكوسه يحافظ على بناء عديد الطيات. 
مثال 6+ ): 

4 حالة عديد الطيات التفاضلي فإن الفراغ البسيط هو الفراغ الإقليدي KR"‏ 
والبناء هو البناء التفاضلي 5710011116 011161762112516. هذا البناء يحفظ invariant‏ 
من خلال التشاكلات (الرواسم القابلة للعكس والممثلة 2 كلا الاتجاهين). 
تعریف (۱۱۰۱۵): 

4 حالة عديد الطيات التفاضلي فإن مجموعة الخرائط تسمى أطلس ۸148 
يسمح لنا بعمل حساب التفاضل على عديد الظيات. 
مثال(5اءه ): , 

الإحداثيات القطبية تكون خريطة للمستوى ”® محذوف منه محور × 
(الخط القطبي) ونقطة الأصل (القطب). 
مثال ٠١.5١‏ ): 

نعتبر أبسط مثال لعديد طيات توبولوجي خلاف الخط المستقيم وهو الدائرة. 
بالنسبة لهده الدائرة أوجد الخرائط المناسية والأطلس. 
الحل: ۰ 

نعتبر النصف العلوي من الدائرة 42 - 2 نر+ ”× حيث 0 < نز. أي نقطة ب 
نصف الدائرة العلوي 015616 56121 107 يمكن وصفها من خلال الإحداثي × . ولہذا 
بالإسقاط على محور × يمكن الحصول على راسم رل متصل بين نصف الدائرة 
والفترة المفتوحة (1,1-). حيث ×=( نز, *) رر هذه الدالة تسمى خريطة كما هو 
موضح 4 شكل (۱0۔۱). 


شكل (۱۵۔۱) 


بالمثل توجد خرائط للنصف السفلى (000۳) وكر والنصف الأيسر 1610 ) ,ر 
والنصف الأيمن (11811) a‏ كل هذه الخرائط تغفطي كل الدائرة 
والخرائط الأربع ( ۾ ل , أ وأ 7 تكون أطلس للدائرة. 
الخريطة اليمنى fr‏ والخريطة العليا 7/ تتقطع بے الريع الموجب من المستوى 
( 0< بز,0 < ×) وكل من الخرائط ٣ء‏ م / يرسم منطقة التقاطع (2 تناظر 
أحادى) على الفترة (1 ,0)/ . إذا يمكن تكوين دالة 7 من الفترة [ إلى نفسها بحيث 
لكوي بكرن العليا "ر يأخذ 7 © إلى الدائرة ثم الخريطة اليمنى ۾ تأخذ 
الصورة إلى الفترة نفسها أي أن 

of") =f (aN 1-a*)= 1-a” €1 ,a € (0,1)‏ ,7)-(م) 7 
مثل هذه الدالة 7 تسمى راسم ناقل 1٣۵۸81٤101۸‏ . 
الآطلس ( , أ م أ بر /. أ يبين أن الدائرة عديد طيات ولكن ليست هو الأطلس 


الوحيد. 


ملاحظة ( ٠۰١۱۵‏ ): 
عديد الطيات ليس بالضرورة أن يكون مترابط 00126©6160© (كله قطعة 
واحدة) مثل زوج منفصل من الدوائر وليس بالضرورة أن يكون مغلق مثل القطعة 
المستقيمة 56812611 1108 بدون أطرافها وليس من الضرورة أن يكون محدود 1111116 

وبالتالي فإن القطع المكافئ عديد طيات. 

باستخدام هذه الملاحظات نعطي المثال الآتي: 
مثال :)١١١١5(‏ 

كل من منحنى القطع الزائد (قطعتين مفتوحتين وغير محدودتين) والمحل 
البندسي للنقاط التي تقع على المنحنى التكميبي 0= + ×- ”ل (قطعة مغلقة 
وقطعة مفتوحة غير محدودة) يعتبر عديد طيات كما هو موضح بے شكل .)32١0(‏ 
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شكل (١٠۱.۔۲)‏ 


مثال(10.؟1): ٠‏ 
الدائرتين المتقاطعتين مثل شكل 8 (تقاطع ذاتي) ليست عديد طيات لأنه لا 
يمكن تكوين خريطة مرضية (مناسبة) حول نقطة التقاطع لآن المماس (قابلية ' 
التفاضل) غير معرفة عند هذه النقطة كما هو موضح 4 شكل (١٠۔١).‏ 


تقاطع ذاتي 


شكل (١۱۔۳)‏ 
ملاحظة ( ١١١15‏ )؛ 

4 الغالب عديد الطيات يتطلب أكثر من خريطة والأطلس ليس وحيد لأن 
عديد الطيات يمكن أن يغطى بطرق عديدة باستخدام تراكيب أو ارتباطات مختلفة 
من الخرائط. 
تعريف (17010): 

إذا أعطينا خريطتين متقاطعتين 0۷8۲141١8‏ فإن الراسم الناقل 
transition function‏ أو تغير الاحداثيات 0010113]65© 01 change‏ يعرف على 
أنه راسم من الكرة المفتوحة من 25 إلى عديد الطيات ثم يعود مرة آخرى إلى كرة 
مفتوحة أخرى من "15 أو نفسها كما 4 شكل (1.20). 











UN 

U 1 u 

4 3 0 
“ليه برا 
سبي م مس بوم سس بصي سس أ 
poy‏ 
$¢(UNV) w (UN)‏ 
R’ R"‏ 1 
شكل ):.١6١(‏ 
التعريف )١١.٠١(‏ يمكن توضيحه بالمثال التالي: 
مشال (17.16): 


الدائرة 2 مثال .)٠١.٠١(‏ 

ل الحالة العامة أي بناء S۲1٥11۲۴‏ على عديد الطيات يعتمد على الأطلس» 
ولكن أحياناً توجد أطالس مختلفة تؤدي إلى نفس البناء مثل هذه الأطالس يقال أنها 
متوافقة أو منسجمة ©6012281415016. أي أن كل تغير للاحداثيات يكون متوافق مع هذا 
البناء وبالتالي هذا البناء ينقل إلى عديد الطيات والمثال على ذلك: 
مثال(12.15): 

المنحنى المنتظم وتغير البارامترات 2 الباب الثالث. 


مثال (10.15): 

إذا كان كل تغير للإحداثيات لأطلس على عديد طيات تفاضلي يحافظ على 
البناء التفاضلي العادي للفراغ “16 (بمعنى أنه تشاكل تفاضلي) فإن البناء التفاضلي 
ينقل إلى عديد الطيات ويصبح عديد طيات تفاضلي. 

بنفس الطريقة التي اتبعناها 3 توضيح أن الدائرة عديد طيات أحادي البعد 
نعطي المثال التالي: 
مثال (15.10): 

الكرة "5 2 8R”‏ عديد طيات بعده 7 . 
الحل: 

دون خسارة 2 التعميم نأخذ 2 > 7 أي كرة الوحدة 

لات (1 - 2ج ة برج S*={(x,y,2)eR |x?‏ 
بما أن الكرة ثنائية البعد إذاً كل خريطة ترسم جزء من الكرة إلى منطقة مفتوحة من 
الو 7 . 5 
نعتبر نصف الكرة الشمالي حيث 0 < 2, ” ر- ” ×- 1ل = 2 ونأخذ الدالة 
,2)=(x,»)‏ نا ) / 

والتي ترسم نصف الكرة الشمالي إلى قرص الوحدة المفتوح 1 > * بر + ” × عن طريق 
إسقاط نصف الكرة على المستوى /. بالمثل توجد خريطة لنصف الكرة الجنوبي 
حيث 0 > 2,2 بر- 2 - 1/,- - 2. وكذلك الخرائط التي ترسم المنطقة 0 < × 
0 > × إلى قرص الوحدة المفتوح 1 > * بر + * 2,2 2- * بر- 1ل + - على المستوى 
/زج. والخرائط التي ترسم المنطقة 0 < بل 0 > بر ةج 2 1/< > نز إلى قرص 
الوحدة المفتوح 1> 2+ ” × على المستوى 2×. وبالتالي يوجد أطلس مكون من 6 
خرائط يفطي الكرة بأكملها (أنظر الباب السابع شكل (۸۷)). 


ملاحظة (16.؟1): 
صورياً ۴٥۲۳211‏ أي شيء ٥زط٥‏ يمكن تخطيطه 6135060 هو عديد 
طيات. 
7.05 ) تصنيف عديدات الطيات التفاضلي: 
Classes of Differentiable Manifolds :‏ 
١‏ عديد الطيات التفاضلي والذي يشبه محليا فراغ إقليدي وعليه كل نقطة لہا منطقة 
جوار مباشر ترسم إلى الفراغ الإقليدي ”18 بواسطة تشاكل. ڪل هذه 
التشاكلات تعرف الخرائط لعديد الطيات. كل الخرائط المحلية على عديد 
الطيات تكون متوافقة (منسجمة) 0012021616 بالمفهوم الذي عرفناه سابقاً. على 
عديد الطيات التفاضلي يمحن تعريف الاتجاهات والفراغات المماسية والدوال 
التفاضلية (حساب التفاضل على عديد الطيات). كل نقطة 4 عديد الطيات ذو 
البعد # لبا فراغ مماسي. هذا الفراغ هو فراغ إقليدي بعده ۸ يتكون من كل 
المماسات للمنحنيات التي تمر خلال هذه النقطة. والمثال على ذلك الداثرة حيث 
رواسم تغير الإحداثيات تفاضلية. 
" يوجد نوعين من عديد الطيات التفاضلي وهما عديد الطيات الأملس 517200111 حيث 
تغير الإحداثيات أو رواسم النواقل ملساء أي قابلة للتفاضل عدد لانهائي من المرات 
differentiable‏ yاعinfinit‏ . وعديد الطيات التحليلي وهو عبارة عن عديد 
طيات أملس بالإضافة إلى ذلك تكون رواسم النواقل 13115111015] تحليلية (تحقق 
مفكوك تيلور). والمثال على ذلك الكرة والسطوح والمنحنيات المشهورة التي 
درسيتاها: 
؟. عديد الطيات الريماني 1121111010 116111311111313 وهي عديد طيات تحليلي بحيث 
على كل فراغ مماسي تعرف دالة الضرب الداخلي product‏ 12261 والتي تتغير 
بطريقة ملساء /9إ511001111 من نقطة إلى أخرى. الضرب الداخلي يمكننا من 
تعريف المسافة والزاوية والمسافة والحجم والانحناء والانحدار للدوال والتباعد 


لحقول الاتجاه. والأمثلة على ذلك الدائرة والكرة والفراغ الاقليدي وكثير من 
المنحنيات والسطوح المشهورة والتي تمت دراستها 2 الأبواب السابقة. 

٤۔‏ عديدات طيات فنسلر 102111010 1"125161 يسمح بتعريف المسافة ولكن لا يسمح 
بتعريف الزاوية وهو عبارة عن عديد طيات تفاضلي فيه كل فراغ مماسي يسمح 
بتعريف المعيار 10۲۳ والذي يتغير من نقطة إلى أخرى يطريقة ملساء. هذا المعيار 
يمكن تحديده أو توسيعه 61612060 إلى قياسي 11161116 يعرف طول المنحنى 
ولكن لا يمكن 2 الحالة العامة تعريف ضرب داخلي. والمثال على ذلك كل عديد 
طيات ريماني هو عديد طيات فنسلر. 

ه. عديد الطيات المركب 112111010 00122216) هو عديد طيات معرف باستخدام 

"00 بدلا من ”18 (متشاكل مخليا مع الفراغ "© ) وقيه رواشم تفي زالإحداثيات 
تحليلية ۸01000۲1٤٥‏ بے منطقة الخرائط. عديد الطيات المركب هو الأساس 
. 2 دراسة البندسة ك المجال المركب لإلأع856012 0121© وكذلك التحليل 
المركب. والمثال على ذلك عديد الطيات المركب أحادي البعد والذي يسمى سطح 
ريمان 5111126 .Riemann‏ 
ملاحظة ( ۱۲.۵ ): 
عديد الطيات المركب ذو البعد 7 يعتبر عديد طيات تفاضلي بعده .2n‏ 

1 عديد الطيات لانهائي البعد 1121111010 011116115101121 infinite‏ والمثال على ذلك 
عديد طيات بناخ 1213111010 821132611 والتي تشاکل ميخلا فراغ بناخ Banach‏ 
.space‏ 

۷ عديد الطيات التماسكي 11121111010 ©111111]11لا5 هو عديد طيات يستخدم 
لتمثيل فراغات الطور # الميكانيكا الكلاسيكية. وهو يمثل كل المواضع 
وكميات الحركة (السرعات) لحركة الجسم المتماسك باعتبارها بارامترات 
لعديد الطيات. 


۸ عديد الطيات المحكم (المتراص) 11121111010 0011717861 هو عديد طيات محكم 
60118361 باعتباره فراغ توبولوجي والمثال على ذلك الدائرة وهي عديد الطيات 
المحكم الوحيد والأحادي البعد والكرة ”ك ب الفراغ الثلاثي والكرة "5 2 
الفراغ R”"‏ . 
أحيانا عدي د الطيات المحكم يعني عديد طيات يدون حدود 
without boundary or boundary less‏ ونقول عديد طيات يدون حدود 
لتعني عديد طيات مغلق 010560. ومن الخصائص البامة التي تتمتع بها عديدات 
الطيات المحكمة هو أن أي دالة حقيقية متصلة تكون محدودة على عديد الطيات 
المحكم (تحليل رياضي). وأنها تغطي بخرائط عديدة بطريقة محدودة /إ[111211]6 
.covered‏ 

حد boundary‏ عديد الطيات ذو البعد هو عديد طيات بعده 1 - ۸» 
مشلا القرص:(الداكزة ونا بداخلها) هو عدي كات هده :2 وله خد هوات رة (عديد 
طيات بعده 1) الكرة 0211 (سطح الكرة وما بداخلها) هو عديد طيات بعده 3 وله حد 

هو سطح الكرة (عديد طيات بعده 2). الأسطوانة محدودة هي عديد طيات يعده 2 

ولبا حد بعده 1 (القاعدتين). 

و2 النهاية نسترجع ما ذكرناه 2 الباب الأول حيث أن البندسة اللاإقليدية 
تعتبر هندسة فراغات لا تتحقق فيها مسلمة التوازي الاقليدي. ورأينا أن ساكيري 

Riemann وريمان‎ Bolyai وبوي‎ Labachevsky ولوباتشفي سكي‎ saccheri 

درسوا هده الفراغات وتوصلوا إلى نوعين من البندسات هما البندسة الزائدية 

واا شه دوي ديك ا ی ی الس إل اساي 
الزائدية والناقصية على أنها عديدات طيات انحنائها ثابت سالب وموجب على الترتيب 
spaces of constant curvatures.‏ 


( 710 ) مشاهيم الانحناء والتجاعيد على عديد الطيات : 

الانحناء من الخواص التي تهتم بدراستها البندسة التفاضلية فهو دالة نقيس بها 
مدى تقوس الشكل 561101158 ©5136: ويفرق بين شكل ]00[60 وأخرء وهو الذي 
يبين لنا المنحنيات المميزة التي تغطي عديد الطيات وهي المنحنيات البارامترية والتقاربية 
والجيوديسية والانحنائية ومنحنيات أخرى والتي من خلالبا نستطيع الحكم على 
الشكل الذي أمامنا ويجعلنا نفرق بينه وبين أي شكل أخرء وكذلك بصمة أصابع 
الكائن الحي. 

وبصورة عامة هناك نوعان من الانحناءات» انحناء لا جوهري أو خارجي 
curvature‏ ©111251<© (وهو خاص بالفضاء الذي يوجد فيه الشكل وليس لبنية 
الشكل الداخلية)ء وانحناء جوهري أو ذاتي ٥1۲۷81۲۴‏ 1121110512 (خاص بالشكل 
نفسه بدون النظر للفضاء الموجود فيه). 

الانحناء اللاجوهري للمنحنيات (عديد طيات ذو بعد يساوي واحد) ب4 الفراغ 
الشائي أو الثلاثي هو أول الأنواع الذي تم دراسته وتم صياغته ‏ صيغ فرينية التي 
تصف المنحنى 2 الفراغ بشكل تام على ضوء انحناؤه ‏ حدود الحركات المتماسكة 
(أي فيما عدا وضعه ب4 الفراغ). وبعد دراسة انحناء المنحنيات 2 الفراغ الثنائي والثلاثي 
اتجه الاهتمام إلى انحناءات السطوح وهي عديد طيات ذو بعد يساوي 2. ومن أهم 
الانحناءات التي نشأت من هذا التدقيق الانحناء المتوسط والانحناء الجاوسي ومؤثر 
فينجارتن. الانحناء المتوسط كان أهم الانحناءات 2 ذلك الوقت لاستخدامه 2 
التطبيقات وكانت معظم الدراسات تنصب عليه إلى أن لاحظ جاوس 081155) الأهمية 
الكبرى لانحناء يرتبط بالتقعر 00111761 والتحدب 00176216 والاستواء planer‏ 
والتفلطح» أسماه فيما بعد بالانحناء الجاوسي. ويمكن ربط الانحناء الجاوسي للسطح 
بمفهوم النهايات العظمى والصغرى 67111111111 أي مناطق التطرف. 

والعلاقة واضحة حيث أنه 2 تمثيل بارامتري خاص (مونج) يمكن اعتبار 
الانحناء الجاوسي على أنه محدد مصفوفة هيش 122111 116551312. وهذا الانخناء 


اة صن ) 


جوهري أو ذاتي لأنه مرتبط بمفاهيم على السطح مثل المسافة والمساحة والزاوية 
والتمثيل البارامتري. 

العالم ريمان وآخرون عمموا مفهوم الانحناء إلى الانحناء المقطعي [56©]10112 
17116 والقياسي scalar curvature‏ وانحناء ريتشي ع1/81105ناه  Ricci‏ 
SOR‏ اللا NES gees A‏ 
تكون أرقاماً ولڪنها من الممكن أن تڪون بے شكل مؤثرات أو ممتدات ... إلى 
اة 
10ل ) العلاقة بين الهندسة التفاضلية والتوبولوجية التفاضلي : 

Differential Topology : 

نظرية جاوس ‏ بونیه 11601172 80121261 - Gauss‏ البندسة التفاضلية 
مهمة جداً للسطوح لأنها تربط خواصه البندسية (انحناؤه) بخواصه التوبولوجية (مميز 
أويلر «(Euler characterist1°‏ 

وهذه النظرية لبا عدة صياغات» من أبسطها تلك التي تعتمد على الانحناء 
الجاوسي والانحناء الجيوديسي. بصورة أوضح : !ذا كان ۷1 عديد طيات وحان 7 
عبارة عن تجزئة لعديد الطيات 14 ؛ فان نظرية جاوس ‏ بونيه )64188-801786 تأخذ 
الصيغة التالية: 


(15.1) في )| - به زح - ع - لله || 


OT 
حيث & هي انحناء جاوس» 4 هي عنصر المساحة. و .0 هي القفزات للزوايا على‎ 
هي الانحناء الجيوديسي للحدود 07 (الانحناء الجيوديسي هو‎ kK, الحدود 07 و‎ 
المركبة المماسية لمتجه الانحناء لمنحنى يصل بين نقطتين على عديد الطيات حيث‎ 
إذا كان المنحنى ذو أقصر مسافة (منحنى جيوديسي) كما هو موضح‎ kı = 0 يڪون‎ 
: )0۔۱۵٥( بالشكل‎ 





: تصبح‎ )15.1( 
|j Kaa - -S.a, )15.2( 


ونوضح ذلك بالمثال التالي: 
مثال (17.15): 

إذا كانت ۸=0 فان 7 = ,ےل أو K<0‏ فإن 7> ,3/0 أو ۸>0 فان 
* < ,4< وبالتالي فإن هذه الحالات تناظر البندسة الإقليدية. الكروية 
(الريمانية)؛ البندسة الزائدية على الترتيب والتي تم تعريفها 2 الباب الأول ( ,© ر2 
تعني مجموع زوايا المثلث). 
واذا كان عديد الطيات متراص بدون حدود (محدود ومغلق) 
compact without boundary‏ وموجه 01162125016 وبعده 2 فان النظرية تنص 
على : 

||!» به‎ -271(M) )15.3( 


11 


حيث ( 7)1 هو مميز أويلر لعديد الطيات ۸1 ويعرف كالآتي: 
-E +‏ مزح ( لقاءز 
حيث ٣‏ عدد الأوجه الكلي» £ العدد الكلي للأحرف و 7 عدد الرؤوس الكلي 
لكل المثلثات مأخوذة معا بالنسبة للتجزيء 7 لمنطقة ۸ من السطح 1/4. 
نظرية :)1١15(‏ (البرهان خارج نطاق المقرر): 
المميز ( 7)1 لسطح محكم ومترابط ب الفراغ الثلاثي “18 يأخذ أحد القيم 
الآتية: 
وم ODA E‏ 
نتيجة لذلك: 
١‏ اذا كان ۸1,141 سطحان 2 8 بحيث (11)ءز =( 7)1 فإن ۸1 يتشاكل 
.M pahomeomorphic‏ 
۲. كل سطح محكم مترابط يتشاكل مع كرة أو كرة لبا يد (مقبض) 82016. 
* إذا كان 7 5 كرة لبا # مقبض (يد) فإن (1- /)2- - ( 4)1 . 
غ. سطح قارب النجاة 101115 المشهور (1 = ۸) يتشاكل مع كرة ذات مقبض واحد 
sphere with one handle‏ . 
ه. سطح قارب النجاة 2-10۲158 ذو الفتحتين (التجويفين) 10165 يتشاكل مع كرة لبا 


2 مقبض. 
1 يرتبط مع مميز أويلر عدد لا تغيري توبولوجيا يسمى فصيلة 861115 ويرمز له بالرمز 
2 ً 
يم حيث اللا كع ف وهدا العدد يشثر إن هود التحاويف ك الط فيكلا 


2 
للكرة 357 يكون 0 = ع 2=( 4)8 . 


الهندسة التفاضلية 


الكرة: 2= كرة أحادية المقبض 
كرة ثنائية المقبض 
2-1 1 
شكل (110) 
مشال :)١4١6(‏ 


أوجد الانحناء الجاوسي الكلي للسطح ‏ شكل .)1١0(‏ 





سه سيد ) 


الحل: 
السطح (۷.۱۵) يتشاكل مع كرة لبا ثلاث مقابض أي أن 3 = # وبالتعويض 
د 4M)‏ -2 


العلا 
2 


= يم نجد أن 


4=( > 0ے در 


وبالتعويض 2 العلاقة (15.3) نحصل على 
ج8--(4-)ج2- [Kaa‏ ا 


7 
:)1١9.15( مثال‎ 

أوجد الانحناء الكلي للكرة * 5. 
الحل: 

بالنسبة للكرة 57 يكون 0 = ع ومنها نحصل على 


2- مرج اكلام ان ا 


وبالتعويض ے2 (15.3) نحصل على 
ج4-(2)+2- امه | ا 
3 
مثال "١.10‏ ): 
أوجد الانحناء الكلي للمجسم الناقصي (البيضاوي). 
الحل: 
المجسم البيضاوي يشاكل سطح الكرة وبالتالي فإن الانحناء الكلي له 
يساوي الانحناء الكلي للكرة ويساوي 47. 
وهذا يوضح مدى الارتباط بين العلمين؛ لأن الانحناء الجاوسي هو خاصية 
هندسية ۲0۴۲¥ 860116116 بينما مميز أويلر هو خاصية توبولوجية 


ش 


property‏ 01081631م10 وكذلك الفصيلة 861115 خاصية توبولوجية. 

وإذا تم تشويه (تحور) 01610110211011 عديد الطيات فإن مميز أويلر لن يتغير بينما 
انحناؤه سوف يتغير» ولكن النظرية تبين النتيجة المذهلة التي تنص على أن الانحناء 
الكلي على عديد الطيات (تكامل كل الانحناءات) لن يتغير أي لا يعتمد على دالة 
القياس ولكن يعتمد على التوبولوجي لعديد الطيات. 


٩.۱٩ (‏ ) طرق فنية للحساب Computational Techniques‏ 
نعتبر هنا عديد طيات ريماني بعده 2 4 الفراغ الثلاثي ولحساب الانحناءات 
على سطح ما لابد من وجود تمثيل بارامتري للسطح المراد دراسته؛ فمن البديهي أن 
فق مطل طني انه وة من اناف الس كشية كا ج ين الو د 
جوار كل نقطة من نقاطه. أي أنه يمكن اعتبار السطح على أنه صورة لمجموعة من 
نقاط المستوى إلى الفراغ £ . ونعتبر على الأقل أن هذا الراسم من الفصل '0) ؛ علاوة 
على ذلك نفترض أن مرتبة جاكوبيان التحويل 131011 120001811 تساوي 2 عند حل 
نقطة» وذلك حتى نضمن وجود مستوى مماس للسطح عند كل نقطة من نقاطه. بتلك 
الشروط نكون قد توصلنا إلى ما يسمى بالتمثيل البارامتري المنتظم للسطح., والذي 
يمكن كتابته على الصورة (۷ ,/1))=. أي أنه عبارة عن راسم من المجموعة المفتوحة 
لا الجزئية من المستوى ۷ 11 إلى السطح 1. الراسم (11,۷)) > لل هو دالة اتجاهية من 

طبقة © على الأقل بے متغيرين ۷ ,1 وتحقق أن : 


عت x gy‏ 
Ou Ou Ou‏ 
فوفة حاكوب المزقية 2 
مصفوفة جاكوب EE‏ لہا المرتب 
بخ Ov Ov‏ 


الآن باغتباز أن السطم 4 ممثلا تمثيلاً بازامتزياً على الصورة (۷, )= من القضل 
© على الأقل فإننا نعرف حقل من الأعمدة على السطح (على المستوى المماس للسطح 
عند آي نقطة عليه) على الصورة : 


اا ال الك نت 
(Xx, xX, | “ @u ` êy‏ 
حيث , × , £ هي المماسات للخطوط البارامترية .]0115© > ۷ء .00151 = 14 على 
الترتيب. 
المتجه ١‏ عبارة عن دالة بف ۷ ,14 من الفصل '© على الأقل ومن خلاله نستطيع تعريف 
مؤثر ى ذاتي الترافق 0618101 5611-20[0121 على الصورة : 
4 آجب S :T,M‏ 


15.5 
SV )=-V,N ١ ) 


ويسمى بمؤثر الشكل» حيث 7,14 المستوى المماس للسطح عند النقطة 1[ € 2[ 
(يتحدد بالمتجهين , ×,, ×)و ٤1,1‏ 7 بينما ۷ يرمز إلى التفاضل الموافق للتغير 
derivative‏ 001/2113 وهو نوع من أنواع التفاضلات مرتبط بالتجاعيد وكذلك 
الاتجاه على السطح ويتفق مع التفاضل العادي إذا كان السطح مستو. 

وهنا نشير إلى أنه على البضاب المرتفعات (عديد الطيات) لا يصلح. التفاضل 
العادي ولا الاتجاهات العادية ولكن نحتاج للتفرقة بين أنواع المتجهات (الاتجاهات) على 
عديد الطيات فهناك المتجه موافق التغير ومتجه متضاد الاختلاف وذلك لأن. القياس 
11 ”و على عديد الطيات الريماني صيغة تربيعية تختلف من نقطة إلى أخرى 
حيت: 


0/1 02 g „gu, ( “يك “لل‎ E = Det (ي ع)‎ < 0 )15.6( 
2. 


وبالتالي التفاضل العادي لا يصلح ولكن هناك نوع من التفاضل يسمى التفاضل 
الاتجاهي derivative‏ 0116110081 وأحد أنواعه التفاضل الموافق للتغير» و2 
ا الأقليوية ى شاع انت اع واا لا فوسك فرق ج 
مكطية ا ا ر توافئ الاشكلاف كلك اة لشفا شل ت ن اة 


القياس تحقق Pug‏ = وى 58 4 gi‏ 


وكا قتا نانفا فان الأتحناءات عى السطح ا عد أنواع عن آنه 
الانحناءات الذاتية ٤5ص‏ ٤اه‏ مكل الانحناء الجاوسي الذي يكون واضحا لمن يكون 
واقفاً على السطح وليس فقط لمن ينظر للسطح من الخارج. بينما الانحناء اللاجوهري 
ا خرى کیو ف وال يسان زمه التراء فيط لطع من 
الجهة التي يقيم فيها. 

ويرف الأنتنا'الجاوسنى على الشطع ج الفراع القلاكى على أنه محدد 


مصفوفة مؤثرا لشحجحل: 


K = Det (S) (15.7) 
: ااا على الضورة‎ 
H =  trace(S ) )15.8( 


حيث ؟ هو مؤثر الشكل 0612101 5126. 
ملاحظة ( ١52.10‏ ): 
صيغ الانحناء السابقة صالحة لأي عديد طيات ريماني بعده 2 < 7 


(1) 
(۲) 


(۳) 


(£) 
(0) 
(0 
(¥) 


(A) 


(4) 


)۱۰( 


(11) 


(۳) 


(1۳) 


(1٤( 


الهندسة التفاضلية 
نمارین )٠١(‏ 


أعط تعريف لكل من البندسة التفاضلية والتوبولوجي ووضح الفرق بينهما. 
باستخدام البندسة التفاضلية وضح نماذج هندسة لوباتشفيسكي (الزائدية) 
وهندسة ريمان (الناقصية). 
أعط أمثلة لسطوح ذات انحناء جاوسي منعدم وأخرى ذات انحناء جاوسي 
موجب وكذلك سطوح انحنائها الجاوسي سالب. 
هل يمكنك ربط التقعر والتحدب للسطح من خلال الانحناء الجاوسي. 
بين أن الانحناء الجاوسي خاصية ذاتية. 
عرف السطوح المفرودة وأعط أمثلة لذلك. 
عرف الانحناء الجوهري واللاجوهري. 
أوجد الكميات الأساسية الأولى والثانية للسطح 

X(u,v) = (u COS رلا‎ U SİNn V, © U). 
أوجد الإنحاء المتوسط والإنحاء الجاوسي للسطح‎ 

Xu, V) = (U, V, UV) 

أوجد الانحناءات الأساسية على السطح 


X (u,v) = (uv, tan") 


عرف كل من مميز أويلر على السطح وكذا الفصيلة 8©11115. 
وضح أن كل من مميز أويلر والفصيلة خاصية توبولوجية. 


وضح العلاقة بين تشاكل السطوح وانحناءاتها الكلية. 


)10( 


(10 


(۷) 


(۱۸) 


)۱۹( 


عرف عديد الطيات الريماني وعديد طيات فسلر. 

أعط مثال لعديد طيات تفاضلي وآخر لعديد طيات مركبة. 

وضح معنى توافق الخرائط على عديد الطيات. 

عرف الخرائط الإحداثية والأطلس على عديد الطيات التفاضلي مع التوضيح 
بمثال. 

عرف وأعط مثال لعديد طيات محكم وكذلك لعديد طيات نهائي البعد. 


أعط مثال لعديد طيات بدون حد. 


الباب السادس عشر 
ملحق ( تزيل ) الكتاب 7001م م 
التحويلات الهندسية Geometric Transformation‏ 


4 هذا الباب نعطي تعريف لبعض جزئيات الكتاب التي من المفترض أن 
يكون دوه لظا قل دراه نيد الكعاب وح يركو العمل متكامل اردنا أن 
نقدم مفهوم بعض التحويلات» وخصوصاً الإنهكاس والإنتقال والدوران والإنعكاس 
الإنزلاقي: بأسلوب يتمشى مع الأسلوب الذي كتب به هذا الكتاب. ونركز هنا على 
التحويلات البندسية 2 المستوى الإقليدي والتي هي الأساس الذي بني عليه تعريف 
التسوئلات ف الشراع اق خت ام سن تو هافر ادى سن اى 
الإقليدي 18 إلى نفسه يسمى تحويل هندسي 1001101 geometric transfer‏ أو 


حركة إقليدية 10011011 .Euclidean‏ 


Reflection الإفشكاس‎ (۱.۱1) 

:)۱.۱١( تعريف‎ 

يقال لنقطة 8 4'٤‏ أنها صورة إنعكاسية لنقطة 8 >€ 4 بالنسبة 

للخط 8R‏ ع [ إذا تحقق : 

(1) [ عمودي على القطعة المستقيمة '44. 

(11) 2 هوالمنصف العمودي للقطعة المستقيمة 44 و هذه الحالة فإن 
الخط ا يسمى محور الإنمكخاس 21715 1611601101 أو محور التماثل 8715 
symmetry‏ 01 ويرمز للانعكاس 2 الخط .ل بالرمز ,۸. 

تعريف 50151 ): 

إذا كان ۴ شكل هندسي 2 المستوى*18 » 8R‏ © [ فإن المجموعة "/ 


المعرفة كما يلي : 


F'={A':R,(A4)=A4'VAeF} 
)۱۱١( تسمى صورة إنعكاسية للشكل › ونوضح ذلك بالشكل‎ 


L 


شكل (١۱۔۱)‏ 


تعريف 79015 ): 
التحويل المعرف ب تعريف )۱.١١(‏ يسمى تحويل الإنمكاس للمستوى” 18 أي أن 
RR:‏ : ,۸ وبالتالي فإن الإنعكاس تحويل هندسي. 
من تعريف الإنعكاس والمفاهيم الأساسية التي يعرفها الطالب # البندسة 
الأولية يممكن إثبات النظرية الآتية : 
نظرية ١.5‏ ): 
الإنعكاس ,۸ للمستوى 8 بالنسبة للخط ا يحقق ما يأتي : 
اد 4= م, 8 > L1‏ 4 ۷ (محور الانعوكحاس يظل ثابت لا يتغير بالانعكاس 
«(invariant‏ 
۲. يحافظ على استقامة الخطوط المستقيمة. 
+ يحافظ عل مُفايننالروايا أو خافظا دزو اا 015131 


فة تشاسية ) 


.150126111© يحافظ على المسافة بين نقطتين أو تساو قياس‎ ٤ 
يحافظ على توازي الخطوط.‎ ۵ 
كی اد الدوران‎ 3 
)الإنعكاس في محاور الإحداثيات:‎ 1١1١16 
)< فإن صورة أي نقطة ”۸ ع ( زز,‎ X نفرض أن محور الإنعمكاس هو محور‎ 
بالإنعكاس 2 محور ل هي (/[- ,) ويرمز للإنمكاس ب4 هذه الحالة بالرمز ,)أي‎ 


أن : 


R,: R GR, R,(x,y)=(x,-y) (16.1)‏ 
با مثل فإن الإنمكاس 2# محور ۲ هو ,۸ ويعطى بالآتي : 
(x,»y)=(x,y) (16.2)‏ م ,82ج 22 : R,‏ 


كما هو موضح بالشكل (117) 


(x,ر(‎ (x, (مز‎ 


)x,-ر(‎ 


شكل (۲.۱۱) 


۲۱١۱١ (‏ ) الإنعكاس في خط يوازي محور × : 


نقطة (لإ ,كا) ‏ المستوى 8 . 


(x, y( 





)١1( شكل‎ 


من هندسة الشكل (١۱۔۳)‏ يتضح أن 
۲ 


4 =b X= x 


+ 


3 





© 


أي أن مر-ق 2 = نر اذا 

Ray Oy) = (G20) )16.3(‏ 
بالمثل فإن الإنعوحاس 2 خط ر1 يوازي محور ۲ ولتكن معادلته 4 = اهو ,۸ 
ويعطى من 

Ry) - (ابراع)‎ > )2. © - x;y) )16.4( 

نفرض أن £ خط مستقيم معادلته © + × 7# = رز والمطلوب إيجاد صورة النقطة 

(x)‏ بالانلوكحاس بے الخط 0ا ولنف رض أن الصورة همي (10,'*<) آي أن 
(( 7 ×) - (2.2) ,1 كما هو موضح 2 شكل (۱۹۔٤)‏ 





):1١1( شكل‎ 


من تعريف الإنعڪاس نجد أن : 





(16.5) اكه 
۲ +4 
(16.6) ا 
2 
ميل القطعة المستقيمة '44 هو 
(16.7) كوك رلا بر 
X -X 4‏ 


حيث (,لز,, 130 وهي نقطة تنصيف للقطعة المستقيمة '44 وتحقق 
mx +c (16.8)‏ ح J‏ 
من (16.5)» (16.6)» (16.7): (16.8) نحصل على: 


e, )16.9( 
m m 


(16.10) م ا 


بحل المعادلات (16.9)» (16.10) نحصل على: 
2my - 71 (‏ + لخم ےر 
(16.11) (72 + ]) 
(2 سج ])/(ء+ برس -1)- «م2) =' بر 
ومنها يمكن الحصول على الحالات السابقة وذلك باختيار 
)0( 0 حص 0 عدم (i)‏ 0 دوب معدن 
+o (VI) c=0. m >o (ii)‏ ىر ولد 
هذه الحالات تمثل الإنعكاسات 2 كل من محور > وخط يوازي محور × ومحور ۲ 
وخط يوازي محور ۲ على الترتيب. 
مثال5١1):‏ 
أوجد القاعدة التي تعرف الإنعكاس 4 كل من الخطوط المستقيمة الآتية: 
=-x‏ نز : ورا و اح Liy‏ 
الحل: 
بوضع 0 = ع, 1 = 1 - = #7 (16.11) نحصل على 
R GY) =O, xX), R(x, y) > (Y, =X)‏ 
باستخدام تعريف الإنعكاس يمكن بسهولة إثبات النظرية الآتية : 
نظرية (015؟): 
الإنهكاس لا يحقق خاصية الإبدال إلا 2 الحالة التي فيها محوري الإنعڪاس 
متعامدين (كما 4 حالة الانعكاس ك محور × ثم محور 7 والفكس). 
مال ( ۲۸۱٩‏ ): ۰ 


x + 3y «ذلد‎ -y 


2 )ی( نز 


أثيت أن التحويل البندسي (حد 


هو إنعكاس 3 الخط المستقيم س-= لز . 
س ن Jy‏ 


o 


سه صتمي ) 


الحل: 
بوضع 0 = » = iE TO DSRS‏ 


)171 )الإشتقال Translation‏ + 
تعریف (15ءمة): 

تقال لنقظة “218 RR ER «e A‏ ا 24 اچاد 
خط مرتب (ک,[) إذا تحقق 

(1) القطعة المستقيمة 44 توازي الخط بآ ولبما نفس علاقة الترتيب > . 

(11) 22 -<' مك |!- طول القطعة المستقيمة "7 4/4 . 
ملاحظة ١١5‏ ) : 

إذا كانت ' كل صورة 4 بانتقال مقياسه 2 2 4# اتجاه الخط المرتب (>,ا) 
فإن 4 صورة '4 بانتقال مقياسه ۸ 2 ك اتجاه الخط المرتب (<,1) كما هو موضح 
بالشكل )0.١1(‏ 


(L,=) 
2۸ 
4 (L,<( 
)0.١١( شكل‎ 


:) ۲١۱١ ( ملاحظة‎ 


تعريف (5اءه ): 

يقال لشكل "/ آنه صورة لشكل 7 بانتقال مقياسه ۸ 2 42 اتجاه خط 
مرتب (ک,[) إذا كانت ٣"‏ هي مجموعة كل صور نقاط '/ بإنتقال مقياسه 2 2 بے 
اتجاه الخط (>,8). 
.4 التعريف السابق كل نقطة 4 تحولت إلى نقطة ال بتحويل هندسي يسمى إنتقال 2 
اتجاه الخط (>,.آ) ويرمز له بالرمز رر1 حيث 

T,,:R —çR?, 
T,(4)=A4', |44 |=24, VAeR 

نظرية 0157" ): 

الإنتقال ,1 © اتجاه الخط (ك,[) يكافئ محصلة إنعمكاسين بالنسبة 
لخطين مستقيمين متوازيين والبعد بينهما ۸ ومتعامدين على الخط با. 
البرهان: 

ران 8 8 4 مرت فور 7 جو ر 1 تقال اتجاه الط 
المرتب (ك ,1). ونفرض أن ر1 , ,] خطان متوازيان والبعد بينهما ۸ وكل منهما 
متعامد على . ونفرض أن € ,5 هما نقطتي تقاطع القطعفة 


المستقيمة ر44 مع ,«سآ, سا على الترتيب بحيث >٤‏ 8 كما هو واضح 4 شكل 
(1.17( 





إفسة سمي ) 


نرمز للإنعكاسات 2 الخطوط ,,ك,,./ بالرمز 1,2- ۸,4 = ,۸ على الترتيب. 
٠. RA=A RA =A‏ 
حيث £ = | امظ B|=|‏ كما 
(16.12) سر -4 - ,له | |=|CB‏ 6ه | .. 
بما أن القطع المستقيمة ر4 4 » 4€ كل منهما متعامد على يآ » 
إذا مجموعة النقاط ,,4 ,€ ,4 تقع على خط مستقيم واحد. 
اذا | Apl44C‏ 4|=| عررك | 
(16.13) مر-ة-(2 +م)-21- 
من (16:13()16:12) يتم آنه 46 = 4€ وان 4 46 امفجموعة 
مستقيمة متعامدة مع ر[ وبالتالي فإن المجموجة (1)4,,4,1 تكون متماثلة بالنسبة 
خط و1 
نفرض أن ,۸ هو الإنعكاس بالنسبة للخط ,ل » ر۸ هو الإنعكاس بالنسبة للخط 
جما حيث (,4)ر ۸ = ررك , (4),! = ,4 فإن : ش 
=R2(4,)= Rı(R,(4))=(R 2° R,) (4)‏ ررك 
E ERE ESA‏ ا مکی کرک مكياسة 
واتجاهه فإن : ۸,٥۹۸,‏ = ر1 . 
ملاحظة ( ۲١۱۹‏ ): 
اتجاه الانتقال يكون من ,1 إلى ر[ والترتيب هنا مهم حيث أنه لو حاولنا 
ايخاد "ور التقطة 4 تحت فاثير الراسدم. 685 ۸ ا(يادقن بالاتتكاس بالنسببة 
للخط رى ثم نعقبه بالإنعكاس بالنسبة للخط ,£) فإننا نلاحظ ر۸ ٥‏ ,۸ يكافئ 
إنفالا دقاف 21 كا اتهاة انفظ الرمية [:7) ل 1 





شكل (۱۱. ۷) 


وبالتالي فإن R,(4)‏ ° يكل #)4(رR AR,‏ 
ملاحظة ( ٤۱١‏ ): 

أي انتقال مقياسه ۸ 2 يمكن التعبير عنه على أنه تحصيل انمڪاسين 
بأكثر من طريقة (,ر4 * 4) ولكن كل نقطة وصورتها تعتبر انتقالاً وحيدا. 
باستخدام خواص الانتقال والمعاني البندسية 4 البندسة الآولية يممكن إثبات النظرية 


الآتية : 
نظرية (١1ءة)؛‏ 
الانتقال يحقق الخواص الآتية :- ٠‏ 
)١(‏ تحويل هندسي. (؟) تساوي قياسي. 
(؟) يحفظ استقامة النقط. )٤(‏ يحفظ التوازي. 
(0) يحفظ مقياس الزوايا. (7) يحفظ الاتجاه الدوراني. 


(۷) لا توجد نقطة ثابتة إلا 2 حالة الراسم المحايد» وعندئذ كل نقطة 


1١١05‏ ) انتقال في انجاه محاور الإحداثيات: 
نعتبر انتقال مقياسه 4 2 4 اتجاه محور السينات : 
هذا الانتقال يكافئ تحصيل إنعكاسين بالنسبة لمستقيمين موازيين لمحور 
'التضنادا كت ارهن أ سداق اا همسا ١‏ ت RS‏ 
4 > , ×- و ونفرض أن (0/0,<) نقطة 2 المستوى. إذا كان ,۸ الإنمكاس بالنسبة 
للخط راء ر۸ الإنمكاس بالنسبة للخط ر1 وباستخدام (16.3)ء (16.4) 
نحصل على: 
R((x,y)=(@2x, x,y),‏ 
)١.‏ مز, ++ ( << - و R(2x, -x,yJ)=(2(x‏ 


R,(2x,-x,yJ)= (2a +x,» (‏ 
(, )رع 1 - ( نز, )كل ه وح 
أي أن الإنتقال 2# اتجاه محور × هو 
)16.14( © -2 , ( برو + ه2) - ( نر )1 
بالمثل يمكن إثبات أن الإنتقال 2 اتجاه محور ل مقياسه ۵ 2 هو 
(16.15) (مر+ 26, <) - ( نز, )ىر 1 


10.11 )الانتقال في اتجاه خط مستقيم مائل : 
نفرض أن ,ر انتقال مقياسه 24 24# اتجاه محور ×» ,7 انتقال ے4 اتجاه 
محور لا مقياسه ا 2 كما هو موضح بشكل (811) وباستخدام (16.14): (16.5) 
نحصل على 
(2ز, + 2#)- ( „(x,y‏ 1 
(2a +x ,25 +7 (‏ - ( لا, + T,,(2a‏ 


سمب م 









(x,y) (2a + x,y) 


شكل (111) 


Tı, 57 ,(X,Y)= Oa +x ,28 برع‎ ( 


: وبالمثل يمكن إثبات آن‎ 
Tu o7, (Xx ,J (= )2 + + ,0 +7 ( 
ومن هنا نری:‎ 
Ta, °T2,(X J ( > ,و1‎ T2, 7) (16.16( 


Ltt 


فا كاه اك 7 اة “قن ول 42 اتاد خط م ما 


b 
.tan@ = — يساوى‎ 
qa 


مثال90157؟): 
أفيت أنه إذلاكان: 7 انالا ماعدته 
(م+26.+ +م2) ج ( :)x,‏ ر71 


فان معڪوسه يكون انتقالاً قاعدته 


سه اتفاضية ) 


(206- ر ,24- ×) ج( ر,×): ر7 
الحل: 
تحصيل الانتقالين يحقق القاعدة 
( ,)=( ر + 28 - 26, ×+ ع2 - 2) جب ( تر ) : °1 ,7 
oT); =1‏ 7 ر ( نز )ج( رر ).. 
(25- ر ,24- ×) ج( ررر :) ٠.1‏ 
وبالتالي فإن ر7 تعرف معكوس الانتقال ر7 . 
مثال (5اءة): 
اذا كان ,,ر7.رر7 انتقالات للمستوى “18 حيث 
( ر + 28, ×+ ه2) جح ( رز , :)x‏ ر7 
( ر + 2,24 +ع2) جب ( لx,y):‏ 
1 


Tou: 
أثبت أن رر 7ه 2° بره‎ 
الحل:‎ 
من تعريف الانتقال يكون‎ 
71 :)x,ل‎ ( ه2) جب‎ +x, (, 


إل 


ب( 7y‏ + 28,عز + 2) جب (جر, 2 + 26): وو 


3 


) 6 + ع2) جم( او 2c :)x‏ 
,7ر + 2, ×+ ع2)جب ( ,×+ :)2c‏ 4 


To; =T 2, Tous T2, =T o4 °T 


5 


2c 2 
.. ر7(‎ oT 24) (X,Y )= (To, T2, °T 2, °72.) (X7) 


-)0 رد‎ °T2. T2 JT 24(X لہ‎ ( 


-)7' ,ر‎ °T °7, ) )2© +×, ( 

+x, (‏ ©2)ىو 1(,ر 1ه وج 0)- 

,2b + (‏ + ه2) ( ,1ه ,ر =(T‏ 
(( نز+ x ,2b‏ + 22( ,)رو 1 - ( (, (x<‏ ),°72 رو 2) .. 


( + 26,< + ع2 + 20 )ىر 1- 


(مر+ 20 +26 (@2a+2c+x,‏ = 
بالمثل يمكن إثبات أن ,51 1ع 1ه 1 
ملاحظة 0.1١‏ ): 


الانتفال يحفق اص لاال 


140126102 jڻنارودلا(‎ ۴.۱٦ ( 
:) "5.15 تعريف‎ 

كان ER‏ انزانها صتورة تقمدة 2187 4 دوران قتا 26 حول 
نقطة ثابتة 1*7 > ©إذا تحقق : 

041 =04| (i) 

m (A OA ') = m (4 OA `) (ii) 
0۸4' 04 حيث 77 تعني قياس الزاوية: ' 04 4 تعني الزاوية الموجهة التي أضلاعها‎ 
على الترتيب» أي أن ۸4 ,4 ,© مرتبة 4 اتجاه دوران ضد عقارب الساعة‎ 
.center Of 101311011 النقطة الثابتة 0 تسمى مركز الدوران‎ . anticlockwise 
وتحويل الدوران يرمز له بالرمز (۸,)20 أي أن‎ 

R,(20):R?—oçR?’, 8 )260( 4 - 'ل‎ 

١ :) ٦.۱١ ( ملاحظة‎ 

إذا كانت ' 4 = 4 (20) ,۸ فإن 4 = ' 4 ('0) ,۸ حيث 2 - 285 = '0. 


هسه سمي ) 


نظرية 15.ءة): 
الدوران (20) ,۸ يكافئ تحصيل إنعكاسين 2 خطين مستقيمين نقطة 
تقاطعهما هي مركز الدوران ويحصران بينهما زاوية قياسها © . 
البرهان : 
اخ خطاق E RES DEES OF SE aaa‏ هيت 
ورك - R,(20)4 =A4', R.4 =A R4‏ 


وإذا كانت الزاوية بين ,£ قياسها © فإن المطلوب إثبات أن ر4 ='4. 
ونوضح ذلك بالشكل )٩.۱١(‏ 





شكل )۹۱٩(‏ 
من المعطيات السابقة والرسم نجد أن : 


|04 |=|OA,l=|OA | و‎ 
m AOB =m BOA, = ¢ , 
m AOC = mCO04, =0-¢ , 


ص :ت 





. 260-(20+2)0-4 د mAOA,‏ . 
إذاً 4 -' 4 ؛ حيث ر4 صورة 4 بالإنعكاس 2 ,1 ثم بے ,كط » النقطة '4 صورة 
4 بالدوران الدي مركزه 0 وزاويته 20 . 


R,, *R, (4)= R, (204 اذا‎ 


مما سبق يمكن بسهولة إثبات النظرية الآتية : 
نظرية 0.15 ): 
الدوران (20) ر۸ يحقق : 
١‏ الدوران تساو قياسي بمعنى أنه يحافظ على المسافات بين النقاط. 
" يحافظ على استقامة الخطوط وتوازيها. 
۳ يحافظ على ترتيب النقاط. 


٠١١١١١ (‏ ) قاعدة الدوران والإحداثية الكارتيزية : 


من البندسة التحليلية نعلم أن صورة نقطة (/,×) بالدوران بزاوية 20 هي النقطة 
( ل ك*) حيث : 


0 ©0526 - 51226١ (x 
E (16.17) 
0 5126 cos20 ( بر)‎ 
المصفوفة التي تعتمد على الزاوية © ب4 تحويل الدوران تسمى مصفوفة الدوران وهي‎ 
مفو وو دراه ال خاد وی وها عو مورا اة‎ 
R(7)(.Y)=R, oR, (x .»)= (x .-») )16.18( 


هذا الدوران يسمى نصف الدورة حيث مركز الدوران منطبق على نقطة الأصل. 
وإذا كان مركز الدوران هو النقطة (6 ,4) > '0 فإننا نستخدم 


Ro(z)=R, oR,, 
حيث ,[ خط معادلته © = ×» رط خط معادلته / = بل‎ 
,له ,۸ لأن ,ل » ر[ خطان متعامدان.‎ =۸, , ٥۸, واضح أن‎ 
: وبالتالي فإن‎ 
Rofr(x.y)=R, (x,y ( 5 )ب كل‎ 3 ( 
=R, oR, =(2a-x,2b (مر-‎ (16.19) 
إذا كانت 7/2 = 20 فإن الدوران يسمى دوران ربع الدورة أي أن‎ 
Ry(z12)=R, oR, 
حيث ,1 هو الخط المستقيم × = بزء ,۸ إنعكاس ے محور السينات. أو‎ 
R,(7/2) (x,y)=R, *R,(x,Y) 


=R, (x.-y)=(y,x)=R, (R,(x,y)) (16.20) 
:) 0.15 مثال‎ 

عبر عن الدوران (7/2) ,۸ كمحطصلة إنعكاس 23 الخط المستقيم × = ب 
ثم انعكاس , ۸ 4# محور الصادات. 
الحل: 

باستخدام (16.20) نصل إلى المطلوب. 
مثال505): 

أوجد صورة النقطة ([ ,0) بالدوران (7) ,۸ وذلك باستخدام الانعكاس 2 
الخط المستقيم × = بر 
الحل: 

مثل المثال السابق أي باستخدام (16.20). 


مثال7.15): 
أثبت أن 
(-cos@,-sin 0)‏ = ))7 + 2)6أو,(ج + (cos(@‏ )1( 
(ii) (cos(z -0),sin(z - 0)) = (-cos@,-sin 0)‏ 
(iii) (cos 3 0),sin( -0() = (sin@,cos@)‏ 
الحل: 


نستخدم الدوران (۸,)7/2 ,(7) ,۸ 


R,(7):9—-+(0+7) 
إذا‎ 
R,(7):(cos@,sin 9( 0)ومء) جه‎ + 7) ,sin(0 + 7)) (16.21) 
لكن الراسم (7) ,۸ معرف (16.18) ومنه يكون‎ 
R,(7r):(cos@,sin@) = (-cos@,-sinO) (16.22) 
.)1( من (16.21)» (16.22) ينتج صحة‎ 
نحن نعلم أن - = (0) ,۸ لذا فإن‎ 
. R,(7):-0—-ç7r-0 
“.R,(7)oR, 0-ج جلبب6#:‎ 
: أى أن‎ 
1 )2( ٠ ,كل‎ :(cos@,sin@)—-(cos(z -0),sin(7 -0)) )16.23( ٠ 
ومن تعريف الانعكاسات ,۸ › , ۸ والدوران (7) ر۸ يكون لدينا‎ 
R,(7)oR, =(R, oR, كله(‎ 


خاصية الدمج =R,*(R,oR,)‏ 


O 


سه سض ] 


= R, o] تحصيل انعڪاس مڪرر‎ 
=R, .- التحويلة المحايدة‎ 
.. R, :(cos@,sin0)—-4+(-cos@,sin0) (16.24) 


من (16.23): (16.24) ينتج (11). 


وكير بالا 6ج 6:. #2 
لذا فإن ا R,(r/2)oR,‏ 


أى أن : 


0),sin( -0(()16.25(‏ . )درو oR, :(cos0,sin‏ .3 8 
فإذا فرضنا ,۸ انعكاس 2 الخط المستقيم × = برفإن: 
RoR, =(RioR oR, =R,o(R, oR,)=R, o1 =R,‏ 
ا 
R, :(cos@,sin@)——-4(sin@0,cos@) )16.26(‏ 
إذأ من (16.25)ء (16.26) ينتج صحة العلاقة (111). 
مثال 5اءة): 


2 حالة الدوران بزاوية "90 فإن مصفوفة الدوران يكون لها الصورة: 


1- 0 
0 لك 


و حالة الدوران بزاوية 180 فإن مصفوفة الدوران يكون لبا الصورة: 


N 
2 


2 حالة الدوران بزاوية 2707 فإن مصفوفة الدوران تأخذ الشكل: 
و وراں دراود إن ممصمو ورا 


1 0 
7 : ا 


و2 حالة الدوران بزاوية صفر أو 360° فان مصفوفة الدوران تصبح على الصورة: 
R,(0)=R,(27)‏ 
LIT):‏ = 
1 0 0 0 


وهي مصفوقة الوحدة. 
ملاحظة ( 0.١‏ ): 

إذا كان خط الإنعكاس يصنع زاوية 0 مع محور× فإن ميله ©1808 - 1 
وبوضع 1806 = 71 4 علاقة الإنعحاس (16.11) © الخط المستقيم 7+2 = بز 
حيث 0 = © فإننا نحصل على: 


sin 20 xX )16.27(‏ 0 8 ' ع 
بر) cos20/]‏ - 51826 0 
المصفوفة 2 تحويل الإنعكاس (16.27) تسمى مصفوقة الإنعكاس. 
مثال5اءة): 


أوجد (005)90+6©0© باستخدام مصفوفة الدوران. 


الحل: 
نفرض متجه وحدة بدايته عند النقطة 0 ويصنع زاوية © مع محور السينات 
فتكون نقطة نهاية المتجه هي (0056,5186) = 1 فإذا دار المستوى بزاوية "90 فإن 
صورة ۸1 تصبح ' ۸1 حيث 
M ':(cos(90 + 0),sin(90 + 0))‏ 


4 
وحيت أن الدوران یر وی ياي 


سب ببس سس 
cos(90 + 0) 0 -1١) 06‏ 
| 0 [ )0+ 00 
وبضرب المصفوفات نحصل على: 
و © طاو - ع 6 مز - 0 ع )0+ cos(90‏ 
cos0-0=cos@‏ = )0+ 512090 
مثال :)1٠١.5(‏ 
برهن أن تحصيل دورانين حول نفس النقطة هو دوران. 
الحل: 
نفرض أن الدوران حول نقطة الأصل © وزاويته ,0 ضد عقارب الساعة وآن 


صورة (x, y(‏ بهذا الدوران هي (XY)‏ . 


=e ٤ 6 (16.28) 
2 5126 cos@ J برأ‎ 


ونفرض الدوران الثانى حول نقطة الأصل 0 وزاويته 6 ضد عقارب الساعة وأن 


صورة (XY)‏ بهذا الدوران هي (1.ج *) حيث 
-sin@ | (x, (16.29)‏ 0 21 
cos@ J \Y,‏ .©5126 در 
وبالتعويض (16.28) 2 (16.29) ينتج أن : 
x» |_(cos@, -sin@, | (cos, -sin@,\ (x‏ 
بر) ( cos@‏ 6صلو) sinê, cos@, J‏ 1 وير 


وبضرب المصفوفات واستخدام المتطابقات المثلثية نحصل على: 


cos(@, +6,( -sin(@, +@,) | (x‏ وغ 
cos(@ +6,( 1 8 |‏ )0+ ا 

وهذه العلاقة تمثل دوراناً زاويته (,6 + ,6) أي أن محصلة دورانين حول نقطة الأصل هو 
دوران. 
مثال 7 15.؟1): 

أثبت أن تحصيل انعكاسين بالنسبة لمستقيمين متقاطعين هو دوران. 
الحل: 

نأخذ محوري الانهكاس هما محور السينات ومستقيم 1 يمر بنقطة الأصل 
ويصنع زاوية 0 مع محور السينات. 
نفرض أن صورة ( ,×) بعد الانعكاس بالنسبة لمحور السينات هي (,/1., *3) كما هو 
موضح بالشكل :)٠١17(‏ 


(X272) L 





(x,y) 
)٠١ 151١ شكل‎ 
ومن هندسة الشكل وتعريف الانعڪاس نجد‎ 
(x ل-, *) - رو )چ( رل‎ ( 


هسه صد ] 


أو ما يحكافئ 


8 8 (16.30) 


ونفرض أن صورة )و (xX‏ بعد الانعكاس ك المستقيم £ الذي يصنع زاوية 0 مع 
محور السينات هي (ر ل,ر٨)‏ وباستخدام (16.27) نحصل على: 


21 ات‎ sin 20 x (631 
J» sin 290 -cos20 0 


من (16.30)» (16.31) ينتج أن: 
x2) (cos20 sin20)(1 0) (x‏ 
برا لك 0 y,/) si290 -c0s20(‏ 
x | _ ( cos20 -sin20 | (x‏ ). 
3 060 26صو) ly‏ 


وهذا يمثل دوران للنقطة (ن[ ,×) حول نقطة الأصل بزاوية مقدارها 20 . 
مثال157؟1): 
أثبت المتطابقات المثلثية الآتية: 
cos(a+tb) = cos a cos 6 - sin a sin b‏ () 


(11) sin (a+b) = sin a cos b + cos a sin b 


الحل: 


0 1 
ما أن مصفوفة الدوران بزاوية صر هي | | 7 


وإذا فرض أن ,ك/رء أ دورانين بزوايا مقياسها »٩‏ 6 على الترتيب حول نقطة الأصل فإن: 


1 0 cosa -Sind 
fa او‎ |. 
0 1 Sind 00 
1 0 cos -sinb 
f : و‎ 2 
0 [ 5112 cosh 


00 1 0 کک‎ 632( 
0 1 sina +b) cos(a +b) 


ومن تحصيل الدورانات نجد أن : وگ لدت ب / حيث 


2 أ[‎ e 0 )16.33( 


0 1 sina cosa J(\ sinh cosh 


بضرب المصفوفات وبمساواة الناتج 2 (16.32): (16.33) ينتج المطلوب. 
مثال :)١2.15(‏ 
أوجد مصفوفة التحويل 2 الحالات الآتية: 
(1) انعكاس بے محور السينات ثم دوران زاويته 307 ومركزه نقطة الأصل. 
(11) انكاس 2 محور الصادات ثم دوران زاويته ”60 ومركزه نقطة 
الآأصل. 
(111) انعكاس 4# المستقيم × = بز 
(1۷) دوران "45 مركزه نقطة الأصل وانعكاس ے المستقيم × - = رر 
الحل: 
امرف اكان اة رر الات هي 


خر ن ر :تفل الأغدل درا وى 30 هن اتوم 20-5 16.17 
2U‏ 2 
0 1 
. مصفوفة التحويل المطلوبة هي (ضرب مصفوفات) 
000 7 - |" 0 0 
OB‏ 1/2 1- 0( 3/2 1/2 
(11) مصفوقة الانعكاس بالنسبة لمحور الصادات هي 
6 
1 0 
وديف الروزان حول اط الله رين OO‏ شي وضع ج28 2 )16.17( 
VS MD‏ 
00 00 
. مصفوفة التحويل المطلوبة هي (ضرب مصفوفات) 
ASOT CAE OC‏ 172 
0 ا" 0 1/2 0 
(111)» (1۷) بالمثل مع ملاحظة ترتيب ضرب المصفوفات. 


Glider Ref1ection الإنعكاس الإنزلاقي‎ ) ۱١ ( 


إذا انعكست النقطة 4 2 خط مستقيم ,ا ثم بعد ذلك انتقلت 2# اتجاه خط 
مرتب يوازى محور الإنعكاس إلى نقطة جديدة '4 بانتقال مقياسه 2 2 فإن '4 يقال 


المهندسة التفاضلية 


أنها صورة 4 بالتحويل ,۸ ° 1 والذي يسمى إنعكاس إنزلاقي ويرمز له بالرمز ۾ 6. 
أي أن: ركه =R,‏ ,الى !ع م © 


الخط رآ يسمى محور الإنعكاس الإنزلاقي ومقياس الإنتقال يسمى مقياس الإنعوكاس 
الإنزلاقي كما هو موضح بالشكل )١١-27(‏ 





8 )1.,>( 


)١١117( شكل‎ 


تأخذ بآ هو محور × فإن 
( و2 + C(x, ( > (x‏ روه =R,‏ ,هه =T,‏ ,182,6جب :82 : G,‏ 


وإذا كان ,ا هو محور فان : 
=R, oT; , G,(x,yY)=(x,y +22)‏ لبر = Gp‏ 
وكا 
مثال10.15): 
إذاتضان + 0 امكاسا انزلاقيا د اتجاء هحور قياس 2:5 كاوس اغد 
ااا قن چ 4:45:01 اا ,انهف ] عام 
الحل: 
بالكل که دا الشايق 
( 7+ 26, )اح( بز ): م © , G, =R, oT,‏ 


ظ [لددسة الفاضلية | 


كما بالشكل (١1١2؟1١)‏ 





)1١11( شكل‎ 


عندما 1 = 6 فإن 
(4,6-) جه (4 ,4) :(1,4-) جه (1,2) 
مثال15.15): 
أوجد قاعدة إحداثيات للانعهكاس الإنزلاقي الذي مقياسه © 2 2 اتجاه 
الخط 6 = رومن ثم أوجد صور النقط (1 ,1) ,(0 ,0) بالراسم م6 4# حالة 1 = 4. 
الحل: 
الإنهكاس الإنزلاقي يكافئ تحصيل إنعكاس ,_ ,2 بالنسبة للخط 6 = بز 
وانتقال ,ر7 مقياسه 24 2# اتجاه الخط 6 = نلء حيث أن: 
( ر - ,)ج( ر,»x):‏ 1 
( ,×+ )ج( نز, :)x‏ ,7 
OR E‏ 


20 


( ر - 28,ع + 24) جد( رر ): SR‏ 
عندما 1 = ©, 2 = 5 نحصل على: 
)4 ,2( و )0 و00 , 30 ,3( و )1 ,1( 


(1) 


(۲) 


00 


(+) 


(0) 


)۱١( نمارین‎ 


إذا ڪان 
R,(7)(x,y)= (xy), R,(7) (x,y) = (x,y)‏ 
R,.(7)(x, y) = (x,y)‏ 
E CE E RO OR PS EEE‏ 
(1,3-) =" ,(2-,1) = '0 


أوجد ' ر × حيث (' نز ×) =( ر,×) (7/2) ر۸ 2 الحالات الآتية : 
(1) الانعكاس 4 محور ثم الانمفكاس 2 الخط 0 = ×+ نز . 
(11) الانعكاس 4 محور ثم الانعڪكاس 2# الخط × = ب[ 


أوجد (مز ,') إذا كانت رر" ×) = ( ر, »)(37/2) ر۸ ج الحالات الآتية: 
(1) الانفكاس 4 محور × ثم الانعكاس 2 الخط 0 = × + لر 

(11) الانعحاس ب4 محور × ثم الخط × = لز 

(111) الانعكاس بے محور ثم الخط × = لز 

(1۷) الانعكاس ے2 محور × ثم الخط 0 = بز + × 

أثبت أن التحويل ( بره + ×ط, زم - )ج( ر, ×) يمثل دورانا حول نقطة 
الأصل حيث 1= ”ط+ ”ه. 


إذا کان ,7 هو انتقال مقياسه 6٤0۳‏ ے اتجاه محور *: ,7 انتقال 
مقياسه 8011 2 اتجاه ل( فأوجد صورة النقطة (2,4) تحت تأثير 
ج57 .هل ¢ 4°71 7= ,[1.57. 


(1) أوجد قاعدة إحداثية كل من الانتقالات الآتية: 


(3,5-) ج (0,0) (11) (2,3) جه (3,2) )1( 


فة اصية ) 


(Vv) 


(۸) 


05) 


(4/3 ,5/2-) ج (3 ,5/2) (17) (0,0) ج (3,5-) (iii)‏ 


اكتب كل من تحويل الانعكاس والانتقال 2 صورة تحويل خطي × 4 = (>)7 


إذا كان (7) ۸ دوران مركزه نقطة الأصل» , ۸ انعكاس بالنسبة للخط 

المستقيم 0 = نز : 

(1) أوجد إحداثيات صورة النقطة (نز ,) 2 الحالات الآتية : 
R,,R, oR,,R,,R.(7)T2,°R,‏ 

(11) أوجد انتقال ر7 وانعكاس ., ۸ بالنسبة للخط ,[ بحيث يتحقق . 


R,oR,(7)=R, ركه‎ 


قرا 4005 فر القن سينا مخصى ال 0286 
على الترتيب أوجد ما يلي : 

(1) صورة المربع بالدوران (7/2) ,۸ . 

(11) صورة المربع بالدوران (7) ,۸ ,(7) ,۸ 

(111) صورة المربع بالدوران (2 / 7) ,11 . 

(1۷) صورة المربع بدوران مقياسه 7/2 ومركح ره رثم دوران 
مقياسه 7/2 ومركزه 0. 

(۷) صورة المربع بدوران مقياسه # ومركزه المربع» قارن بين 
الدورانات التي مركزها أ ,0. 


ثبت آنه إذا كانت (7) ,۸ ؛ (7) ,۸ دورانات فإن (7) ,۸ ۸,,)7(۰ 





كاف" انتقالاً مقباسه ره 229 اتاو انط احرف (ك ة0 
هل الانتقال (7) ,۸ *(7) ,۸ يكون هو نفسه الانتقال المكافئ للانتقال 
.R,,(7)oR, (7)‏ 


0010 


(1۲) 


(1۲) 


(1٤( 


)۱٥( 


(7) 


اكتب صورة كاملة لتحويل الدوران بزاوية حادة # ومركز الدوران 
(a, b)‏ = '0. 
(إرشاد : استخدم الانتقال من نقطة أصل الإحداثيات إلى النقطة “0 ثم 
طبق الدوران حول نقطة الأصل الجديدة '0). 

إذا كان , ۸ ,(7) ,۸ كما ے2 تمرين ( ۸) فأوجد صورة النقطة (ل,x)‏ 
بالراسم ,ل (٥‏ 7) ۸وآوجد العلاقة بين الراسمين(7) ,۸ ه eR,‏ 
.R,(r)oR,‏ 

وأوجد تحويلاً هندسياً مكافتثاً للراسم (7) ,۸ )7(٥ ۸, ٥ ۸, ٥‏ ,۸ 
آثبت أن الانعكاس الإنزلاقى يكافئ تحصيل ثلاث انعكاسات بالنسبة لثلاث 
مستقيمات إثنان منهم متوازيان والثالث عمودي على ڪا من المستقيمين 
الأوليين» هل يهم الترتيب الذي نجري فيه تحصيل الانعكاس؟ 

أثبت أن الانعكاس الإنزلاقي يكافئ تحصيل دوران (0,.)2/ وانعكاس 
أت ان تفل( وف ا اتکس يضاف اف انزو 
طالما ڪان مركرز الدوران لا يقع على محور الالعڪاس. 


أثبت أنه إذا كان م © انعكاساأ انزلاقيا فإن المحصلة م 00 م 07-0 


تنكام انتقالأ: سف هذا الانتفال. 


)١10/(‏ أثيت أن تحصيل انعكاسين بالنسبة لمستقيمين متقاطعين هو دوران. 


9 أوجد مصفوفة التحويل لكل من‎ (1۸A) 


( وران 30 مركوم نقطة الأمل قرعا انكاس فا امهم ر = ر 
افك اة اس دو 


AEE عسل قرس :الصاو يق‎ E AES 
PM AN المستقيم‎ 


(19) أوجد صورة الخط المستقيم 0 = 2 + ل 4 - ×5 تحت تأثير المصفوفة 
0 1 
ET‏ 


2 2 
)٠١(‏ أوجد صورة القطع الناقص ,_ (5- ع (35+ © 


6 4 


۱ 557 0 1- 
تحت تأثير المصفوفة 
8 1 0 


0 7 
(١؟)‏ أوجد صورة الخط المستقيم © + × 74 = نز بتحويل الدوران بزاوية كا 
(0”) بالدوران (7/4) ,۸ أتبت أن المعادلة 1 = ر × هي قطع زائد قائم. 


(۲۲) بدورانالمحاور بزاوية 2/4 أوجد المحل البندسي الذي تمثله 
المعادلة 1= 2 برج بزعر + ” بنر. 
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11 هوارد أنتون؛: الجبر الخطي المبسط (جون وايلي وأولاده) (۱۹۸۲). 


1 تصار السلمي› البندسة التحليلية الفراغية (*“١٠3)؛:‏ دار طيبة للنشر والتوزيع ‏ 
القاهرة. 


[] تصار السلمي»› البندسة التحليلية المستوية (۲٠٠۲)ء‏ دار طيبة للنشر والتوزيع 5 
القاهرة. 


افصاو الشلت + الاننياك«التدسة الإخليدية والالإإيدية صف الرشة + 
الرياض› ٠60(‏ م 


]10 نصار السلمي› هندسة التحويلات»› 5٠٠١‏ دار طيبة للنشر والتوزيع 35 
القاهرة. 


[") نصار السلمي» تفاضل وتكامل ‏ الجزء الرابع» »)۲٠٠٠۵(‏ مكتبة الرشد . 
الوناضن: 


۷ نصار الستلمي؛ أساسيات الجبر الخطي»ء »)۲٠٠٠۵(‏ مكتبة الرشد ‏ الرياض. 
[A]‏ سيمور لیبشتر»› الجبرالخطي»› دار ماڪجروهيل للنشرء سلسلة شوم .)۱۹۷٤(‏ 


[9] فرانك آيرزء المصفوفات؛ دار ماكجروهيل للنشرء سلسلة شوم .)۱۹۷٤(‏ 
و الله 
بحمل 


